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0 Kaéra recce!

I det hér hiftet kan du hitta detaljer och hjilpande exempel och du kan
ocksa titta tillbaka pa det senare under terminen. Fa bara inte for dig att
ldsa igenom alltihop under mottagningen! Det dr viktigare att du har kul
och lir kédnna dina medstudenter — ingen riknar med att du har stenkoll pa
det hér varken nu eller om ett par veckor. Mycket av materialet kommer att
gas igenom igen under de forsta podngivande mattekurserna. Sedan dr det
forstas dnda bra om ringrostiga mattehjarnor borjar mjukas upp en smula
ocksa.

Asterisken (*) som dyker upp lite hér och dér kan vi kalla for ett over-
kursmérke.

Stort tack till Niklas Glaerum for alla bra synpunkter och forslag under
arbetet med hiéftet.

Hjértligt vilkommen till dina forsta matematikstudier pa Uppsala Uni-
versitet!

1 Uttryck

Exempel pa uttryck &r 7z + 2, 3.05, v/2gh, 22 Mw, 1 — e 0081 och
K(n -logyn). Man kan séiga att uttryck dr matematikens ord. Om man inte
sitter ett ord i ett sammanhang, som till exempel en mening, sa blir ordet
ganska intetsigande och pa samma sitt dr det med uttryck. Uttrycken ovan
ar ganska meningslosa utan att vi sdger att de beskriver nagot eller kanske
later dem vara en del i en ekvation. Nagot av de hir uttrycken kanske kan
beskriva hojden pa en basketkorg, hastigheten man far efter att ha fallit
hojden h, antalet havsornar i ett omrade uppskattat med en metod kallad
fangst-aterfangst, effekten hos en motor med vridmomentet M, sannolikheten
att Lionel Messi gor mal inom tiden ¢ eller tiden det tar for ett datorprogram
att sortera en lista med n saker i. Uttrycket 7z + 2 kan till exempel fa en
innebord i ekvationen y = 7x 4 2 som beskriver en linje. Ett uttryck ar en
vettigh! kombination av siffror, variabler'?, operatorer'® och parenteser. Ett
uttryck far inte innehalla nagra likhetstecken.

2 Ekvationer

Ekvationer dyker ofta upp nér vi vill ha svar pa fragor av alla dess slag.
Hur lang blir bromsstrickan? Hur manga behéver vaccineras for att stoppa
epidemin? Vilken resistans ska vi vélja i kretsen for att fa rétt forstarkning?
Hur lang tid tar det innan investeringen ger avkastning? Manga fragor kréiver
ofta mer &n bara en ekvationslosning men ekvationer utgor ofta flera steg pa
végen.

Ség att vi har ett pastaende av typen

Ett uttryck = Ett annat uttryck

och minst ett av dessa uttryck innehaller nagon variabel, till exempel z. Om
vi vill avgora vilka = som gor att pastaendet blir sant séger vi att vi vill ldsa
en ekvation.

2.0.1 Exempel: Los ekvationen 4z —2 =6

For att 16sa ekvationer sa gor vi samma operationer pa bada sidor om likhet-
stecknet och strivar efter att fa x ensamt. Ofta borjar man med att samla

L1Exempel pa ovettiga forsok till uttryck ér 3-—, 7+ 2 eller 5+ De tva forsta exemplen
Ar bara konstiga och i det sista forssker vi dividera med noll vilket inte dr ok.

121l exempel =, y eller C.

L3Till exempel +, —, -, log,.



allt som innehaller z pa ena sidan och resten pa andra sidan. En bra borjan
nir man loser just denna ekvation &ér att addera 2 till bada sidor.

4r—-2=6 (2.1)
= 2
dr—2+42="06+2 (2.2)
0

Att addera eller subtrahera nagot fran bada sidor pa det hér viset brukar
man ofta kalla att “flytta over”. Ténk pa att ndr man gor det byter den
overflyttade termen tecken, se till att du forstar varfor det blir sa. Vi har
alltsa

4o = 8.

Vi fortsitter nu med att dividera bada sidor med 4 och far att ovanstaende
dr ekvivalent®2* med

dr 8

1T
alltsa

T =2

2.1 Andragradsekvationer

I en andragradsekvation ingar nagon z2-term (men inget krangligare z-beroende).

En enkel andragradsekvation dr

En 16sning till denna &r x = 3, eftersom 9 = 3 -3 = 32. Men vi har &ven att

(—3)% = (—3)(—3) = 9 54 —3 r ocksa en 16sning till ekvationen (kom ihag att

produkten??® av tva negativa faktorer®* blir positiv!). Andragradsekvationer

kan aldrig ha fler &n tva losningar men har “oftast” just tva precis som ovan.
En ekvation som ser nistan lika enkel ut ar

=T (2.3)

21¥Dubbelpilen kallas ekvivalenspil. Den anviinds nir pastaendet fore ekvivalenspilen
(héir: 4z — 2 = 6) dr ekvivalent med det som star efter den (hir: 4o — 2 + 2 = 6 + 2). Det
innebér hér att ekvation (2.1) har precis samma losningar som ekvation (2.2). Ett annat
vanligt sitt att siiga dr: det som star fore dr sant om och endast om det som star efter dr
sant. Fist inte for stor vikt vid detta under denna kurs, det har du tid med nagon annan
gang.

2-2¢Se foregaende fotnot.

23Produkt = resultatet vid en multiplikation.

24Faktorer = “delar” vid multiplikation.

Hér blir tyvérr inte 16sningarna heltal, utan vi far noja oss med att svara
T = i\/?, vilket innebir z = /7 eller z = —/7.

Kvadratroten ur ett positivt tal a, det vill siga v/a, ir det icke-negativa®°tal
som blir @ nér vi kvadrerar det. Alltsa \/52 = a och y/a > 0. Sa v/7 definieras
helt enkelt som den positiva losningen till ekvation (2.3). Nu till nagot svarare
ekvationer.

2.1.1 pg-formeln
Alla andragradsekvationer gar att skriva om pa formen
P +pr+q=0 (2.4)

Till exempel gar ekvationen 3z%+5x+2 = 4 att skriva om som 22+ 3z—2 = 0
genom att subtrahera 4 fran bada sidor och dividera med 3 pa bada sidor.
Hér blir alltsa p = % och ¢ = —%. Eftersom detta alltid gar att gora &r
det praktiskt att vi har en formel for att l6sa ekvationer pa denna form,
némligen den sa kallade pg-formeln. Om vi har en ekvation pa formen (2.4)

sa fas 16sningarna till denna enligt pg-formeln®9:

bV (3)
=Py (EY — .
Ty o) 71

Observera att uttrycket under rottecknet maste vara icke-negativt for att
det hir ska bli meningsfullt, annars saknas reella 16sningar®7”. Ligg ocksa
mérke till att vi oftast far tva stycken losningar till ekvationen, pa grund av
+-tecknet?®.

For att hdrleda®® pg-formeln anviinder vi kvadratkomplettering sa det
gors forst i avsnitt 10.4, men vi borjar anvinda den redan nu.

2.1.2 Los ekvationen 22° +5 =3 — 8z

Den hir ekvationen édr inte pa ritt form for att direkt anvinda pg-formeln sa
vi maste skriva om den. Vi har

22% +5=3— 8.

25De ickenegativa talen innehaller 0, de positiva talen innehaller inte 0.

26Du kan ha sett i princip samma formel i en nagot anorlunda variant, som ir vanlig i
engelsksprakig litteratur och som inte forutsitter att koefficienten framfor 22 &r 1. Du far
givetvis anviinda den om du foredrar det, det viktiga ér att du kan losa andragradsekva-
tioner!

2.7 Atminstone sa linge vi haller oss till reella tal. I nagon av de férsta matematikkurserna
kommer man inféra komplexa tal och da kan vi dra roten ur negativa tal!

28Vi far tva losningar sa linge rotuttrycket dr nollskilt. Annars kallar man ofta lésningen
for en dubbelrot (man kallar ofta en 1osning till en ekvation for en rot till ekvationen).

29Hsrleda = ta fram, visa.
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Vi subtraherar 3 — 8z fran bada sidor:
22% +5— (3 —8z) =3 — 8z — (3 — 8x),
8x+2 0

alltsa
2% 4+ 8x +2=0.

Vi dividerar bada sidor (dven om det inte hinder mycket med den hogra
sidan) med 2 och far att detta dr ekvivalent med

22 +4x4+1=0.

Nu ar ekvationen omskriven pa ritt form for att anvinda pg-formeln. Vi far
da

4 4\*
p=-sk <§> —1=—2%V221=-2£53

s vart svar blir z = —2 + V3 eller z = —2 — /3.

2.1.3 Anvind inte pg-formeln i onédan!

pg-formeln dr ganska smidig, men i vissa fall innebdr den onédigt pill. Det
extrema fallet dr om du far en ekvation som till exempel

(z=3)(z+1)=0. (2.5)
Da har du l6sningarna mitt framfor 6gonen! Uttrycket i vénsterledet &r noll
om (och endast om) nagon av faktorerna dr noll, sa z = 3 eller z = —1.

Aven till exempel ekvationen
? =3z
gar att losa enklare. Vi borjar med att subtrahera 3z fran bada sidor och far
att detta dr ekvivalent med
2? — 3z = 3z — 3z,
0

det vill séga

22— 3z =0.
I vénsterledet har vi en gemensam faktor x i bada termerna som vi kan bryta
ut (det hér &r héftets forsta exempel pa faktorisering vilket vi aterkommer

mer till i kapitel 9). Vi far
z(x —3)=0.

P& samma sitt som i ekvation (2.5) sa har vi da att x = 0 eller = 3.
Anledningen till att denna ekvation &r sa enkel &r att konstanttermen ¢ = 0.

11

3 Brak och kvotuttryck
3.1 Brak

Ekvationerna hittills har varit tillrdttalagda for att undvika brakrékning. Vi
16ser en ekvation till.
3.1.1 Los ekvationen 3z +4 =9
Som vanligt subtraherar vi 4 fran bada sidor:
3x+4-4=9-4,
0 M
Bl

alltsa
3z =5.

Nu dividerar vi med 3 pa bada sidor och far att detta &r ekvivalent med

s
33

det vill séga
5
T=3

3.1.2 Braktal &r bra!

3 4r ett exempel pa ett braktal

3 , de dyker som synes i 3.1.1 upp naturligt
vid till exempel ekvationslosning om man inte har véldigt tillrdttalagda ek-
vationer. Kom ihag att det som star ovanfor brakstrecket kallas téljare och

det som star under kallas namnare.

13.1

Da fragar sig en del varfér man ska anviinda braktal och inte nirmevirdet>2
man far fran minirdknaren nir man slar in 5+ 3. Det finns flera anledningar,
bland annat sa #&r braktalen alltid exakta medan minirdknarens svar oftast
inte dr det, och da far man bérja fundera varje gang 6ver hur manga decimaler
som ar lampliga fran fall till fall vilket &r onodigt.

Dessutom blir uttrycken snyggare och mer ldtthanterliga om man anvén-
der brakriakning, det blir littare att till exempel kvadrera och dra roten ur

31Ett braktal dr ett tal som ér skrivet som en kvot av tva heltal. Némnaren maste vara
nollskild. Ett tal som gar att skriva som ett braktal kallas for ett rationellt tal.

3-2Nsrmevirde betyder ungefirligt virde. Ofta har man nytta av sadana nir man tillim-
par matematiken men man har béttre kontroll pa vad man gér om man undviker dessa
tills de sista stegen.

12



(och fortfarande vara exakt) och vi far littare att felsvka om nagot har blivit
fel.

Det finns &nnu fler anledningar men den kanske allra viktigaste anlednin-
gen till att kunna hantera brakrikning &r att man anvinder samma idéer

nir man hanterar uttryck som innehaller en eller flera kvoter, till exempel®3
1

\/1+@rfCR)?"
3.2 Brakrikningsfirdigheter

Braktal dr alltsa bra att kunna hantera. Darfér gar vi nu igenom hur man
gor det med nagra exempel.

3.2.1 Forkortning

For att fa sa hanterbara och littolkade uttryck som mojligt bor man forko-
rta brak nir man kan. Det gor vi genom att dividera tdljare och ndmnare
med samma tal. DA dndrar vi ndmligen inte brakets virde®**. Det man of-
ta striavar efter dr att forkorta bort alla gemensamma faktorer i téiljare och
ndmnare. Nagra exempel pa forkortningar ar

a_ta_ Y
8’2-4’274’2’
aon B
121_11.11_%{5_11
36_4:9_4
81 9-9 9

I det sista exemplet har éverstrykningarna gjorts pa ett mer normalt sétt,

i de tva forsta ville jag fortydliga vad vi egentligen gor. Observera att det

kriivs en del arbete och/eller erfarenhet for att se vilka forkortningar som kan
o 3.5k

goras®®*.

33Vad #r detta? Se exempel 4.4.2

34*Ett siitt att se att man inte dndrar talets viirde dr att se braket just som losningen
till en ekvation. § &r losningen till bz = a, och ekvationen &r ekvivalent med (har precis
samma losningar som) gar = 2 som har l6sningen % Alltsa dr § = :T/f och pa samma
eller liknande siitt kan vi resonera kring férlingningar samt addition och subtraktion av
brak.

35%Ftt systematiskt sitt att tinka dr: Kan detta forkortas (iir bade tiljare och nimnare
delbara) med 2?7 Gér det i sa fall och borja om. Fortsitt annars med 3,5,7,11... Talen jag
viéljer att titta pa dr primtalen (heltalen stérre dn 1 som endast &r delbara med +1 och +
sig sjdlva). Sluta vid primtalet p om p? ér stérre dn antingen téljaren eller nimnaren for
da finns inga fler forkortningar att gora.
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3.2.2 Forlingning

Man kan ocksa forlinga brak genom att istéllet multiplicera tiljare och nimnare
med samma tal. Exempel pa detta ar

1 1-4 4
2 2.4 8
13 13-12 156
7712 84

Forkorta kunde man gora for att forenkla uttrycken men forlingning tycks
bara forkrangliga. Sa varfor forlinga? Den viktigaste anledningen dr att man
vid addition och subtraktion av brak maste skriva braken med gemensam
nidmnare och da behévs néstan alltid férlingning, se avsnitten 3.2.3 och 3.2.4
nedan.

3.2.3 Addition

Om vi har turen att fa addera tva brak med gemensam nédmnare dr det enkelt:
1.3 1+3 4
TTTT T T
Om vi déremot ska addera brak som inte har gemensam ndmnare sa behver
vi skriva om dem sa att vi far gemensam namnare®S. Ett par exempel #r
1 1 14 1 4 1 441 5
5t5=2475-s5Ts" 8 ~5 31
och
5 2 5.3 2.7 15 14 15+14 29
773773737 21721 21 o
Det vi gjorde i det sista exemplet var att forlinga bada braken med det andra
brakets ndmnare. Det fungerar alltid nér vi vill ha gemensam namnare! Men
det ir inte alltid nodvindigt att forlinga sa mycket, som i till exempel (3.1)>7.
Vi tar ett exempel till:
1.1 13 1-2 3 2 3+2 5

8 12 8‘3+ 12-2 24 24 24 24"

36Man kan jamfora detta med enheter som beskriver samma storhet: Har man 1km?
mark och képer till 1ha si innebér ju inte det att vi far till exempel 2km? eller 2ha. Vi
maste skriva om bade hektar och kvadratkilometer som nagot. Vi kan ténka oss att skriva
om bdda enheterna till kvadratmeter (1ha = 10*m? = 10000m? och 1km? = 10°m?)
men det blir en smula enklare om vi anviinder att 1km? = 100ha. Sa 1km? + 1ha =
100ha+ 1 ha = 101 ha. P4 samma sétt maste vi skriva brak pa gemensam ndmnare for att
kunna addera dem.

371 allménhet dr det onddigt om némnarna har nigra gemensamma faktorer. DA finns
det en mindre gemensam némnare.
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Det vi gjorde nu var att skriva talen pa den minsta gemensamma namnaren.
Om vi hade gjort samma exempel med strategin att forlinga med det andra
brakets ndmnare sa hade det sett ut sahér:

1 1 1-12 1.8 12 8 12+8 20 10 5

St E = =_,

8§12 8-12 '12-8 96 96 96 96 48 24’
dir jag fatt dgna de tva sista stegen at att forkorta braket. Det man forlorar
pa att anvinda den sista strategin dr alltsa att man ibland far forkorta mer
efterat®s,

3.2.4 Subtraktion
Subtraktion gar till pa precis samma sitt som addition®?. Vi maste skriva
braken pa gemensam niémnare. Ett exempel dr

2 1-3 22 3 4 3-4 1

1
2 3 2.3 3.2 6 6 6 6

3.2.5 Multiplikation

Att multiplicera brak &r faktiskt littare &n att addera dem! Det vi gér ar att
helt enkelt multiplicera tiljare med téljare och nimnare med nidmnare® 0%,
exempelvis sahér:

eller allmént pa detta vis:

3.2.6 Tips! Forkorta forst!

Nér man multiplicerar brak far man ofta mojligheten att forkorta en hel del.

Vi tar ett exempel.
49 121  49-121 5929

66 63  66-63 4158
38Jamfor detta med att skriva om bade 1ha till 10000m? och 1km? till 1000000 m?
mot alternativet att noja sig med att skriva om 1km? till 100 ha.
39Gubtraktion #r ju addition men med motsatt tecken!

310%Varfor blir det si? Om du multiplicerar ett braktal £ =a- 1+ (a tiLkLn 1) med ett
heltal ¢ bér du fa ac stycken }, det vill siga 4. Deasutom har vi % i= b/d och nér
Vi delar var och en av b delar i d st far vi bd delar. Alltsi har vi 33 = g och hela

a

: ca.e —ge. Ll — g L ac
resonemanget ger ¢ - g =ac- 5 =dac- 5=

bd*
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Det hir blir jattedrygt att forkorta. Om vi ddremot later bli att multiplicera
ihop téljare och namnare och forsoker hitta faktorer att forkorta forst blir
det enklare.

77 1111

= =
49 121 7497120 7711l 7oL TT

66 63 66 - 63 MM-6-7-9 6-9 54

11-6 79

Lardomen hér dr alltsa att inte vara for snabb med att multiplicera ihop
téljare och ndmnare, utan att forst forsoka hitta faktorer att forkorta bort.

3.2.7 Exempel: Los ekvationen 22 +2 —6 =0

Ekvationen dr en andragradsekvation och den star pa rétt form for att direkt
anvanda pg-formeln, se 2.1.1. Har har vi p = 1 och ¢ = —6. Vi far alltsa

l6sningarna
1 1\?
=—-= -] —(-6).
s=-32(3) -0

Under rottecknet stoter vi faktiskt pa multiplikation av brak:

N_r1_1 1
2) T2 2 2.2 4
Vi stoter dven pa addition:
1+6 l u71+%7§
it Ittt T

Vi far alltsa

1 1 1 25 1 V25 1 5
PO Y e Y N e N H
2 4 2 4 2 V4 2 2
d(ll" Vl anvant att y/a \f b, se avsnitt 11.1.10. Sa = = —% — % =
R ] eller = —% + 2 = =18 = 4 = 2 I6ser ekvationen.

3.2.8 Division

Vi tar ett exempel Hur beréiknar man 2/2? Vi forlinger med inversen®!

till namnaren, 3, for att fa en etta i ndmnaren och Gverfora problemet till

311V far inversen till ett braktal genom att viinda uppochned pa det. Inversen till ett
tal a dr mer generellt det tal a~! som ger a-a~! = 1. (*Det héinder att man pratar
om multiplikativ och additiv invers. Hér syftar jag pa den multiplikativa inversen. Andra

inverser forekommer ocksa, till exempel inversen till en funktion.)

16



multiplikation. Vi far

3-5 15

7.2 14

EASINT
I

a
-4 1 b

be’

g ad
c

o |l

Varje sak hénder samma gang, att dividera med ¢/d dr samma sak som att
multiplicera med d/c. Annorlunda uttryckt: att dividera med ett brak &r
samma sak som att multiplicera med inversen till braket. Vi vinder alltsa
uppochned pa braket i nimnaren och multiplicerar.

3.3 Kvotuttryck

I tillimpningar dyker det upp méngder av uttryck som innehaller kvoter och
dérfor bor vi kunna hantera dem. En stor del i hanteringen av uttryck ar att
férenkla — vi vill ofta ha sa littolkade och lattarbetade uttryck som maojligt.

3.3.1 Exempel: Forenkla m

Man kan ténka sig att det hir exemplet dyker upp i en kombinerad serie- och
parallellkoppling av resistorer. Vi forlinger med 6R.

1 6R 6R 6R

1 T T 6B, 6R =75
sn 3R  SsEtsr  3+2 5
Detta dr onekligen mer littolkat &n det forsta uttrycket. Pa samma sétt dr

till exempel 5/2 mer ldttolkat &#n S/Lm'

3.3.2 Polynom

Nista exempel kraver att vi ndmner vad ett polynom ar. De ar dessutom
viktiga #nda*!?. Nagra exempel pa polynom ir

22 + 5z + 3,

312Ksnner du mojlgtvis att det har tjatats om polynom under hela din skolgang? An-
ledningen till att de ér sa viktiga dr att de bade &r relativt litthanterliga (till exempel dr
de ldtta att derivera och integrera och man kan anvinda metoder ur linjéir algebra for att
enkelt anviinda datorer for att ridkna med dem) och de &r #nda kraftfulla (dels dyker de
upp naturligt och dels finns det olika siitt att approximera en massa betydligt krangligare
funktioner som polynom, bland annat far du lira dig om Taylorpolynom i analyskurser).
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4™ 4 2% +
7

och
Tr —1.

Alla dessa, liksom polynom i allménhet, kan skrivas som
A" + U2 -+ agx® + ana® + a1z + ag, (3.2)

for nagot heltal n. Det ér tillatet for en del a; att vara noll, annars skulle en
del av exemplen ovan inte uppfylla detta®!3

Ofta pratar man om graden hos polynom. Till exempel har polynomet
2% + 4z — 1 grad 3 och polynomet 7 har grad 0. Generellt ir graden den
hogsta forekommande potensen av = (som inte har koefficienten 0 framfér
sig)®14*. Det dr dérfor vi tidigare pratat om andragradsekvationer, det r
ekvationer som innehéaller polynom som har grad 2.

T

3.3.3 Skriv som en kvot av tva polynom: _*;

2

42

Vi vill skriva uttrycket ovan som en kvot av tva polynom, én sa linge dr det
en summa av sadana kvoter. Det vi ska gora &r 1 princip samma sak som nér
vi adderar brak, vi ska skriva termerna pa gemensam ndmnare, sedan kan vi
bekymmersfritt ldgga ihop téljarna. Den minsta gemensamma ndmnaren Ar
héir produkten av ndmnarna, (z+2)(z — 1), sa vi forlinger de bada termerna
med den andra termens ndmnare och far

2242z
——
z 2 z@E+2) 2@-1)
r—1 2+2 (@-D@+2) (@+2)@a-1)
242
———
7’ + 22 — (20— 2) 22 +2

(z+2)(z—-1)  (z+2)(xz—1)

. . ro 2
Om man vill kan man utveckla némnaren och fa — ;;32

att behalla det faktoriserade polynomet i téljaren.

men det ér ofta bra

31341l och med alla kan vara noll! Da har vi det sa kallade nollpolynomet.
3:14%Vad blir da graden for nollpolynomet? Det hir ir en elak kuggis.

18



4 Fler ekvationer

4.1 Kurva

En ingenjor pa trafikverket ska bedoma vilken fartgrins som ska sittas pa en
vagsnutt som ska byggas i anslutning till en nybyggd motorviag. En ganska
skarp kurva strax innan accelerationsfiltet blir avgorande. Med hjilp av sina
mekanikkunskaper samt trafikverkets standarder kommer ingenjoren fram till
att fartgransen v bor uppfylla ekvationen

(4.1)

dir 7 = 45m dr krokningsradien hos den skarpa kurvan och K = 1.7m/s?
ir en konstant som vi kallar dimensionerande sidoacceleration*!. Vad sitter
ingenjoren for fartgrans?

Lésning: Vi loser helt enkelt ekvation (4.1). Vi multiplicerar bada sidor
med 7 och far

v} =Kr

och eftersom det knappast dr aktuellt med en negativ fartgrins sa dr vi ute
efter den positiva losningen, det vill sidga

v=VvVKr=v17-45m/s ~ 875m/s = 8.75- 3.6km/h ~ 31 km/h,

diir vi anviint att?? 1 m/s = 3.6 km/h. Ingenjoren sitter fartgransen 30 km/h.

4.2 Rationella ekvationer

Vi kallar en ekvation som involverar en kvot av tva polynom (och i dvrigt
inget krangligare #n polynom) for en rationell ekvation®-3.

41K = peg dir g ér tyngdaccelerationen (ca 9.82m/s? i Sverige) och us dr nagot
trafikverket kallar dimensionerande sidofriktion (uppgifterna ér himtade fran VV pub-
likation 2002:113). p1, ér egentligen inte helt konstant, utan en svagt avtagande ezponen-
tialfunktion av hastigheten: i, = 0.28¢~*" diir k = 0.35s/m. Jag har fuskat och berdiknat
ps for v = 50km/h. p, dr framtaget utifrin uppmiitta sa kallade friktionstal vid vatt
viiglag och med viss marginal (alla har ju inte lika bra dick och man vill ha utrymme for
brister i modellen).

42Detta samband fas av att 1m/s = 13380 //li‘m wi/# = 3.6km/h.

43En kvot av tva polynom kallas ett rationellt uttryck. Du kanske kiinner igen att ett
tal som gar att skriva som ett braktal kallas for ett rationellt tal?
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4.2.1 Lb&s den rationella ekvationen %5 = -

Hur gor vi for att 16sa en sadan? Vi strivar efter att skriva om ekvationen pa
en form som vi klarar av sedan tidigare. Det vi gor dr att multiplicera bada
sidor med den minsta gemensamma némnaren till alla kvoter i ekvationen.
I det hér fallet ska vi alltsa multiplicera med (z — 1)z, men nu maste vi
stanna till en stund. Vi gér ndmligen nagonting farligt nér vi multiplicerar
med nagot oként. De rationella uttrycken i ekvationen ér inte definierade nér
nagon av nidmnarna ér noll, det vill siga nér x = 1 eller = 0 i det hir
fallet. Alla uttryck i ekvationen vi far efterat dr ddremot definierade for alla
2 och det kan Dbli sa att nagot av de tidigare otillatna z-virdena loser den
nya ekvationen! Vi maste alltsa halla koll sa att vi inte far = 1 eller z =0
som 16sning. Med det i atanke multiplicerar vi nu ekvationen med (z — 1)z

och far
slz—1je  4(x -1
r—1t x

det vill séga

som &r ekvivalent med
2* —4r+4=0.

Det hir dr en andragradsekvation som vi kan sitta in i pg-formeln och vi far

x(24>i1/<24)242;1\/]’jz

Den enda méjliga 16sningen #r x = 2. Denna l6sning innebér inga problem
i ursprungsekvationen (vi far ingen division med noll) sa x = 2 #r verkligen
en losning.

" . . 1
4.2.2 Los ekvationen I% +t7=2

Vi gor som i forra exemplet, multiplicerar med den minsta gemensamma
nidmnaren till alla rationella uttryck i ekvationen, hér blir det  + 1. Kom
ihag att vi maste halla koll sa att vi inte far z = —1 som losning! Da &r ju
inte ekvationen definierad. Vi far

T 1-

LT/'—F/I/)/ + ﬂ — 2(]7 + 1)7

T T
alltsa
z4+1=2x+1),

20



vilket dr ekvivalent med

Men x = —1 innebér att vi delar med 0 i ursprungsekvationen! Detta dr en
sa kallad falsk 16sning, och eftersom vi inte har nagra andra mdojliga losningar
sa saknar ekvationen 16sning.

Kom alltsa thag att underséka om du har ndgra falska losningar ndr du
lost en rationell ekvation!

4.2.3 Vansinnig chef

Vi tittar pa exempel 4.1 igen. Det visade sig vara trafiksikerhetsméssigt
ohallbart att ha en sa lag fartgrins som 30km/h pa just denna végsnutt.
Vigen maste planeras om och fragan &r nu: hur stor maste krékningsradien
r vara for att fartgrinsen ska kunna siittas till 70km/h? Ekvation (4.1) ska
fortfarande uppfyllas och vi antar att K = 1.7 fortfarande®*, och den hir
gangen ska vi losa ut 7.

Ldsning: Nu fick vi plotsligt en (ganska enkel) rationell ekvation. Vi har

alltsa ekvationen y
v

— =K,
r
Det forsta vi gor ar att multiplicera bada sidor med r. Da ska vi i fortsitt-

ningen halla koll sa att inte r = 0 blir en 16sning. Vi far
v? = Kr.

Vi vill ha r ensamt sa vi dividerar med K (vilket &r ok eftersom K # 0). Vi
far att ekvationen ovan &r ekvivalent med
v?
r=—.
K
Innan vi sdtter in den 6nskade fartgriinsen sa ska vi skriva om den till m/s:
v ="T0km/h = % m/s. Detta maste vi gora eftersom r dr uttryckt i meter
och K i m/s? sa utan omskrivningen av v skulle inte enheterna stimma

44Som nimndes i tidigare fotnot sa #ir K egentligen inte helt konstant. Béttre hade varit
att anviinda K = 1.4 som #r beriiknat utifran hastigheten 70 km/h. Da far vi r ~ 270 m
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Gverens®®. Med insatta virden far vi da

. (70/3.6)*
T
Svaret blir inte » = 0 och #dr dérfor ok. Det blir alltsa en avsevird skillnad

mot den planerade kurvradien och byggchefen blir vansinnig. De borde ha
téankt pa det hér tidigare!

m = 220 m.

4.3 Rotekvationer

En rotekvation innehaller nagot rottuttryck. Vi borjar med tre enkla exempel
som illustrerar den huvudsakliga l6sningstekniken och de komplikationer som
kan dyka upp.

4.3.1 Lé&s ekvationen /z =2

Hur 16ser vi rotekvationer? Vi vill aterigen gérna skriva om denna ekvation
som en typ av ekvation vi kan sedan tidigare. Vi vill bli av med kvadratroten
och vad vi gor ar darfor att kvadrera bada sidor. Detta ger

(V) =2 =1,
-

alltsa
=4

Roten ur fyra &r ju tva sa det var inga konstigheter. Du sag kanske det direkt?

4.3.2 Lés ekvationen /z = —2

Vi kor pa som i exempel 4.3.1. Kvadrering av bada sidor ger
(V) = (-2 = 4, (1.2)
——

alltsa
r=4.

Vi far samma 16sning som tidigare! Men vénta nu, stimmer detta verkligen?
Nej, roten ur ett tal har vi definierat som nagot positivt sa ekvationen kan inte

45Man kan tinka sig att ga at andra hallet, alltsa skriva om 7 i km och K km/h?. Det
normala ér dock att riikna i SI-enheter som till exempel meter och sekunder (inte kilometer
och timmar!). ST star for franskans Systéme International och &r en praktisk standard som
du far lira dig mer om i till exempel mekanikkurser.
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ha nagra losningar alls! Vad gick i sa fall snett? Nar man kvadrerar bada sidor
sa kan det dyka upp falska losningar, i det hér fallet eftersom kvadreringen
tar bort minustecknet. Vi kan sétta in var losning i ursprungsekvationen och
se att V4 = 2 # —2. Det vi gjorde sedan var att kvadrera bada sidor och
plotsligt fa likhet: 22 = 4 = (—2)2. Kort sagt, var 16sning loser (4.2) men inte
ursprungsekvationen.

Sa precis som med rationella ekvationer sa bor du kontrollera sa att inga
falska losningar dykt upp nér du lést en rotekvation.

4.3.3 Los ekvationen /2x +5 =z —2

Som vanligt kvadrerar vi bada sidor, det ger
V2r+5 =V -2,
det vill séga
20+b=x—2,

som &r ekvivalent med
=T

Eftersom vi i ett steg (det forsta) kvadrerade bada sidor riskerar vi att ha
fatt en falsk 16sning, det maste undersokas! Och vad hinder om vi sitter in
2z = —7 pa bada sidor i var ursprungliga ekvation? Varken hogerledet eller
vinsterledet #r definierat®®! Var 1osning &r alltsa en falsk 16sning och eftersom
vi inte har nagra andra mdojliga losningar sa saknar ekvationen 1osningar.

Nu tar vi en aningen svarare rotekvation, men principerna ér desamma
som ovan.

4.3.4 Los ekvationen 3z —5=3—x

Vi kvadrerar bada sidor och far
V3z—5 =(3-2)=@B-2)3—2)=9—2-3— 3z +a°,

alltsa
3z —5=a>—62+9
<~
22 —924+14=0

460m man riknar med komplexa tal si ér situationen en annan.
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som vi kan losa med pg-formeln. Losningarna blir

-9 —9\? 9 81 56 9 25 9 5
r=rgd <7>*14*§i T 1 2 VT Tty

alltsa © = 4/2 = 2 eller x = 14/2 = 7. Pa krund av kvadreringen i borjan
maste vi som vanligt kontrollera vara losningar. Om vi sétter in z = 2 i

ursprungsekvationen far vi v/3-2 — 5 = +/1 =1 = 3—2, sa denna lsning &r
ok. Om vi testar x = 7 far vi/3-7—5 = V16 = 4 # —4 = 3—7 (ddremot &r

uttryckens kvadrater lika med varandra, det var darfor losningen dék upp!).
x =T dr alltsa en falsk 16sning, sa den enda lésningen ir = = 2.

4.4 Lite fler ekvationer
4.4.1 Los ekvationen 7z +1=4—x

Den hir ekvationen dr en forstagradsekvation, precis som ekvationskapitlets
enklaste ekvation, men den hér dr formulerad pa ett sétt sa att manga brukar
fa problem. Gor som vanligt, samla allt som innehaller x pa ena sidan. Héar
ska vi alltsa addera x — 1 till bada sidor. Ekvationen &r ekvivalent med

mr+x=4—1.
3

Hér dr det manga som fastnar. Det vi gor dr att bryta ut z ur vénsterledet:

z(m+1)=3.
Genom att dividera bada sidor med 7 + 1 ser vi att detta dr ekvivalent med
3
r=—.
T+1

4.4.2 Los ekvationen med avseende pa f

1 _ 1
\/1+(2nfCR)? V2
Den hiir ekvationen #r kopplad till elekroniken®”. Den #r en rotekvation som
vi gor om till en rationell ekvation och sedan till en andragradsekvation. Vi
borjar med att kvadrera bada sidor och far

V1+ (27 fCR)? V2]’
471 uppgiften bestimmer vi faktiskt den sa kallade cut-off-frekvensen for ett enkelt elek-

troniskt filter. Frekvens &r for ovrigt kopplat till trigonometri som jag ndmner vid figur
6.3 och varfor 27 dyker upp kan man kanske ana nér vi tittar pa radianer i avsnitt 6.2.4.
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alltsa
L

1+ (@2nfCR)? 2
Multiplikation med 2(1 + (27 fCR)?) pa bada sidor ger

2=1+ (27 fCR)*

—
(2nfOR)? =1
<~
2fCR = +V1 = +1,
som ger
1

2rCR’
som dr svaret pa uppgiften (vi antar att CR # 0). Vi ska inte glomma att
kontrollera vara svar, sa att ingen falsk 16sning dykt upp! Men om du sétter
in nagon av vara losningar i ursprungsekvationen ser du att den loses, sa
bada losningarna ar ok. I tillimpningen som detta exempel hdmtats ifran sa
har vi dock f > 0 sa da géller endast den positiva losningen.

f==

4.5 Réta linjer

/

Ay

Az

Figur 4.1: Linjen y = %T — %

Om vi har en ekvation dir bade till exempel = och y &r inblandade sa kan vi
inte l6sa ekvationen. Déremot kan ekvationen beskriva ett samband mellan =
och y som kan vara anvindbart?® och som ofta kan illustreras pa ett snyggt

48Vad dr farten y efter tiden ? Bensinforbrukningen z vid farten y? Antalet miljoner
overlevande bakterier y efter en antibiotikakur under tiden z?...
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sétt 1 ett xy-plan. Om ekvationen innehaller endast forstagradstermer av bade
z och y sa beskrivs sambandet mellan = och y av en rét linje. Alla punkter
(z,y) som uppfyller ekvationen ligger alltsa pa en rét linje! Till exempel
ekvationen

5y —2x+3=0 (4.3)

beskriver en linje, denna linje syns i figur 4.1. Vi brukar ofta skriva om en
linjes ekvation pa formen
y =kx +m, (4.4)

till exempel &r ekvation (4.3) ekvivalent med

5y =2r —3
e
2 3
y—gT—g-,

som &ar pa just formen y = kx +m med k = % och m = 7%. Anledningen till

att vi skriver om ekvationen pa denna form dir att vi har litt att tolka k och
m.

4.5.1 Tolkning av k

Vi ser ur ekvation (4.4) att nir x dkar med Az sa okar y med Ay =k - Az,

det dr ocksa illustrerat i figuren. Det ger oss att
A

k=22

Ax

och innebér att k beskriver lutningen hos linjen och kallas déarfor for lut-
ningskoefficient. Ju stérre |k| ar'?, desto storre lutning och om k #r negativt
sa lutar kurvan nedat (y minskar da x okar).

4.5.2 Tolkning av m

Om z = 0 i ekvation (4.4) sa finns bara m kvar i hogerledet, sa y = m. Dirfor
beskriver m var linjen skiir y-axeln (z-koordinaten &r ju 0 pa y-axeln)*1°.

49 Absolutbeloppstecknet |- | miiter hur stort ett tal dr oavsett tecken, sa till exempel |2
= 2 men |-3| = 3. Man kan ocksa siiga att detta &r avstindet fran noll pa tallinjen.
410 siiger nidrmare bestémt i vilken y-koordinat linjen skér y-axeln. z-koordinaten maste

ju vara 0 dér.
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4.5.3 Exempel: Bestim en ekvation for linjen genom punkterna
(=3,7) och (2,-3)

Kom ihag att en punkt med z-koordinat xy och y-koordinat yo skrivs som
(20, ¥0)- Rita gérna upp punkterna pa ett papper och linjen genom dem. Det
finns lite olika strategier héir och om du inte gillar mitt sétt att 16sa uppgiften
sa anvind ditt favoritsétt! Jag tycker att detta dr det minst forvirrande séttet.
Vi borjar med att forsoka bestdmma k. Eftersom vi har tva punkter pa
linjen kan vi bestdmma bade Az och Ay sahér:
Ar=2-(-3)=2+3=5
och
Ay=-3-T7=-10.
Observera hér hur vi har tagit punkterna i samma ordning for utrékningen
av Az som for Ay, annars skulle det bli fel tecken pa k. Det hir ger
B Ay ~-10
Az 5
Bra, da vet vi vad k dr! Da aterstar bara att bestimma m sa har vi sedan
en ekvation for linjen®™. Det vi nu gor dr att sitta in nagon av punkterna

pa linjen tillsammans med det numera kinda virdet pa k och sedan loser vi
ut m. Vi viljer punkten (—3,7) och far

—2.

7, =-2-(=3)+m
y k M
som &r ekvivalent med
T=6+m

som i sin tur ar ekvivalent med
m=7—6=1.

Sa en ekvation for linjen ar alltsa y = —2x + 1. Hur ser din figur ut?

Man bér ndmna att lodréta linjer inte gar att skriva pa formen y = kxz+m.
En sadan linjes ekvation kan vara till exempel x = 3.

I avsnitt 9.1 sa syns hur en annan typ av ekvation beskriver en cirkel i
zy-planet.

Nu vet vi hur vi konstruerar en linje mellan tva punkter i ett plan. Men
hur langt dr det mellan punkterna? Det kan vi svara pa i slutet av nésta
kapitel.

411Det finns oindligt manga ekvationer som beskriver samma linje. Det finns dock hogst
en ekvation pa formen y = kx 4+ m.
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5 Pythagoras sats och avstandsformeln

Figur 5.1: En rdtvinklig triangel. a och b kallas kateter, ¢ kallas hypotenusa.

I figur 5.1 ser du en ritvinklig triangel. Med det menar vi att triangeln har
en riit vinkel (den kan ju inte ha flera). Sidorna som méts i den réita vinkeln,
a och b, kallas kateter. Sidan ¢, som star mitt emot den rita vinkeln (och
som maste vara lingst) kallas hypotenusa. Pythagoras sats siger™! att

a+ b =7

alltsa att summan pa kateternas kvadrater dr lika med hypotenusan i kvadrat.
Kom ihag att detta géller endast for ratvinkliga trianglar!

5.1 Bevis av Pythagoras sats*

Nu ska vi visa att ingen forsoker lura dig och att Pythagoras sats verkligen
stdmmer. I figur 5.2 ser du en kvadrat inskriven i en annan kvadrat. Pa képet
far vi da fyra stycken likadana ratvinkliga trianglar, vars kateter vi kallar for
a och b och vars hypotenusa vi doper till ¢. Var och en av de rétvinkliga
trianglarna har arean %” Den inre kvadraten har arean ¢ eftersom den har
sidlangden c. Den stora kvadratens area A dr summan av den lilla kvadratens

area och de fyra trianglarnas area, det vill siga

A=4'%b+c2=2ab+c2.

51Det finns faktiskt dven andra versioner av Pythagoras sats - Gvriga ér sa kallade
generaliseringar av den vi tar upp hir och poéngen #r densamma. Till exempel finns
en Pythagoras sats inom Linjir Algebra som giller i flera dimensioner. Da maste man
forst svara pa fragorna: vad menar vi med avstand och rita vinklar i till exempel 300
dimensioner? Det blir svart att askadliggéra mer dn tre dimensioner men det finns stor
anviindning av att kunna rikna med sadana saker i till exempel biologi, ekonomi och
kvantfysik med mera.
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1 []

a b

Figur 5.2: En kvadrat inskriven i en annan kvadrat. Denna anvinds hdr for
att bevisa Pythagoras sats. Ldgg mdrke till de fyra likadana rditvinkliga tri-
anglarna som fas utanfor den mindre kvadraten.

Eftersom sidan hos den stora kvadraten &r a + b sa gar det att skriva samma
area pa ett annat sitt, nimligen

A= (a+b)?=d*+2ab+ b

Men det hér dr alltsa tva uttryck for precis samma area, sa de maste vara
lika med varandra. Vi far

a® +2ab + b* = 2ab + 2.
Vi kan subtrahera 2ab fran varje sida och far da Pythagoras sats:
a® + b =c (5.1)

Lagg mérke till att alla ratvinkliga trianglar gar att fa fram pa det hér viset,
det giller bara att villja riitt storlekar pa kvadraterna.’2*
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12

Figur 5.3: En rditvinklig triangel med kateterna 5 och 12. Hur lang dr hy-
potenusan?

5.2 Losta exempel
5.2.1 Vad ér z i figur 5.37
Triangeln &r ratvinklig. Kateterna &r 5 respektive 12 langdenheter och vi ska
bestdmma hypotenusans lingd z. Vi far da enligt Pythagoras sats
2% =52+ 12% = 25+ 144 = 169.
Ekvationen ovan ger
= +V169 = £13,
men z dr en stricka och kan darfor inte vara negativ, sa vart slutgiltiga svar
blir
r=13.
5.2.2 Vad &r 2?7

Vi har en ritvinklig triangel (ingen figur denna gang, rita gérna sjilv!). Ena
kateten har kénd ldngd, 7 langdenheter, medan den andra har lingden x.
Hypotenusan har langden 9 lingdenheter. Vad dr 7 Pythagoras sats ger

2+ 7= 9%

Vi ska 16sa en ekvation igen. Hir #r det vettigt att subtrahera 72 fran varje
sida. Da far vi
P+ -7 =97
0

52*Eftersom Pythagoras sats endast giller for ritvinkliga trianglar bor detta egentligen
ocksa visas i ett bevis. Men om du ritar upp en godtycklig triangel som inte ér réitvinklig
sa kan du alltid bilda en ritvinklig triangel som har en av sidorna som hypotenusa och
hojden som en av kateterna men som inte kan ha samma kvadratsumma hos kateterna
som de aterstaende sidorna hos den ej réitvinkliga triangeln.
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alltsa,
22 =9 -7 =81 —49 = 32,

T =+V32

Men aterigen dr x en stricka sa den kan inte vara negativ. Svaret blir alltsa

r=v32=V16-2=16-v2 = 4V2.

5.2.3 Bestam z sa att triangeln i figur 5.4 blir ritvinklig
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8

r+2

Figur 5.4: En triangel med sidorna x, x +2 och x + 3. Vad maste x vara for
att triangeln ska vara rdtvinklig?

Den hir uppgiften dr nagot klurigare. Men om triangeln ska vara riatvinklig
maste Pythagoras sats gélla. x + 3 dr den lidngsta sidan sa den maste vara
hypotenusa. Vi far da

2+ (v +2)? = (v +3)%

Detta dr en andragradsekvation, sa vi 16ser den med pg-formeln. Vi vill da
skriva om den pa ritt form och borjar med att utveckla kvadraterna. Vi far

P4l +dr+4=2+6z+9
—_— —m
(2+2)? (z+3)?
som &r ekvivalent med

22 =2 —5=0.
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Nu anvénder vi pg-formeln och far

1:7(_72>:|: (;)27(75):&@:&%

Eftersom z ar lingden pa en av kateterna kan inte  vara negativt. 1 — v/6
ar negativt®? och alltsa #r den enda l6sningen

r=1+6.

5.3 Avstand
5.3.1 Exempel: Bestim avstindet mellan (—1,2) och (5,1)

(717 2)
\Ay\L\ d (5,1)

|Az|

Figur 5.5: Punkterna (—1,2) och (5,1) utmdrkta i ett koordinatsystem. Jag
har ritat en rditvinklig triangel vars hypotenusa stricker sig mellan punkterna
och vars kateter gar lings x- respektive y-azxeln. Med hjilp av denna triangel
och Pythagoras sats kan vi bestiamma avstandet mellan punkterna!

I figur 5.5 ser du ett koordinatsystem med punkterna (—1,2) och (5,1) mark-
erade. For att bestimma avstandet mellan dem kan vi anvinda Pythagoras
sats! Detta syns ocksa i figuren, jag har ndmligen ritat in en riatvinklig triangel
vars hypotenusa d utgor den kortaste striickan mellan punkterna. Kateterna
gar liangs med koordinataxlarna sa lingden pa den ena blir skillnaden mellan
punkternas a-koordinater och lingden pa den andra blir skillnaden mellan
punkternas y-koordinater. Skillnaden i z-led, |Az| = |5 — (—1)] = 6 och
skillnaden i y-led, |Ay| = |1 — 2| = | — 1| = 1. Pythagoras sats ger

@ = | Az + |Ay? = (A2)? + (Ay)? = 62+ (—1)* = 36 + 1 = 37.

- 2
53Det hér beror pa att \/G > 1. Detta kan man se eftersom \/5 dr positiv och \/(_S =
6> 12
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Observera att absolutbeloppen inte spelar nagon roll eftersom vi énda kvadr-
erar. Eftersom d &r en stricka sa kan inte d vara negativt, sa vi far endast

svaret
d=+3T.

5.3.2 Avstandsformeln

Om vi ska bestdmma avstandet d mellan tva generella punkter (21,y;) och
(29, y2) sa kan vi upprepa resonemanget i exempel 5.3.1. Vi kan alltid rita in
en ritvinklig triangel i koordinatsystemet som har kateterna |Az| = |22 — 21|
och |Ay| = |y2 — y1| och vars hypotenusa stricker sig mellan punkterna. Da
ger Pythagoras sats

& = Azl + Ay = (A2)* + (Ay)* = (22 —21)* + (2 —0)®,  (5:2)
sa avstandet kan uttryckas som

d= /(D02 + (Ay)?? = /(22 —21) + (g2 — y0)*

Den hir formeln kallas avstandsformeln (i 2 dimensioner®**). Aterigen bryr
vi oss inte om den negativa losningen till ekvation (5.2).

6 Trigonometri

Betrakta en rétvinklig triangel en gang till. Om vi ser till att hypotenusan
(som vi brukar kalla c) hela tiden 4r 1 s& ger Pythagoras sats att a? 4 b? =
12 = 1, dér a och b som vanligt far beteckna lingden hos kateterna. Detta #r
i princip nagot som brukar kallas fér den trigonometriska ettan, det enda vi
behover for att se det dr sjélva trigonometrin!

Trigonometri kommer du att ha mycket nytta av. Det dyker upp i alla
mojliga tillampningar, nagra exempel ndmns nidr du kommer till trigono-
metriska ekvationer, se avsnitt 8.1. Bland annat vagrorelse nadmns dér, och
det kanske man kan misstinka fran formen pa en sinuskurva, se figur 6.1.
En hel del vagor ar faktiskt sa prydliga men en av de héftiga grejerna med
trigonometri dr att dven de mer konstiga kurvorna i figur 6.2 och 6.3 gar att
skriva som en “summa”®!'* av sinus- och cosinusfunktioner. Kurvan i figur 6.3

54*Kinner du dig sugen kan du med ett liknande resonemang (i tva steg) ta fram en
avstandsformel mellan punkterna (z1,y1, 21) och (22,92, 22) i 3 dimensioner! Ett monster
upptrider och man brukar ofta lata detta monster ligga till grund nir man definierar
motsvarigheten till avstand i fler in 3 dimensioner.

6-1%Summa i en vid bemirkelse. For att vara exakt krivs odndligt manga termer i det
forsta fallet och egentligen en integral i det andra fallet. Andliga summor #r dock mycket
bra approximationer av bada. Du kan lira dig mer om det hir i till exempel kursen
transformmetoder eller signalbehandlingskurser.
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Figur 6.1: En sinuskurva. Vad det dr pa azlarna bryr vi oss inte om dnnu
men vi konstaterar att det inte dr en helt otdnkbar vagform.

Figur 6.2: En sa kallad fyrkantsvag. Denna gar fakiskt att skriva som en
summa av (odndligt manga) sinusfunktioner. Det kan du lira dig mer om i
till exempel kursen transformmetoder och vi gar inte in pa det nu.

ar en bit av ljudet fran laten Mathematics®? och det #r via synsittet att det-
ta dr en summa av sinusfunktioner som man kan prata om vilka frekvenser
som ingar i laten. Liknande synsétt dr viktiga i till exempel tradlos kom-
munikation. Lite mer direkt &n tillimpningarna som ndmns i avsnitt 8.1 &r
uppdelning av krafter (ofta i intressanta och mindre intressanta delar) som
hénger ihop med till exempel variationen hos vridmomentet fran en bilmotor.
Nu till grunderna i trigonometrin.

62En fruktansviirt bra lat av Mos Def fran skivan Black On Both Sides fran 1999.
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Figur 6.3: En bit ur laten Mathematics med Mos Def (amplituden hos den
inspelade signalen i okind enhet som funktion av tiden). I dverkanten ser du
tiden i sekunder, detta dr alltsa ca 20 ms. Den hdr kurvan gar ocksa att skriva
som en summa(egentligen en integral) av sinus- och cosinusfunktioner!

6.1 Oldschool-definitionen av sinus, cosinus och tan-
gens

Figur 6.4: Likformiga trianglar. Den mindre har hypotenusan c¢/c = 1. Fig-
uren anvinds for den gamla definitionen av de trigonometriska funktionerna.
Hir dr ¢ > 1 men det dr inte nodvindigt.

Vi ska hir ta fasta pa forhallandet mellan sidorna i en rétvinklig triangel.
Titta pa den storre ritvinkliga triangeln i figur 6.4. I den har vi vinkeln v
utmérkt3. Definitionerna av de trigonometriska funktionerna verkandes pa
vinklar i rdtvinkliga trianglar ar som foljer:

. a
sinv = —,

6-3Vi kunde ha valt det andra spetsiga hornet lika giirna men da hade a och b bytt plats
i definitionerna.

35

alltsa motstaende katet genom hypotenusan,
cosv = —,
c

alltsa ndrliggande katet genom hypotenusan och

ta a
anv = —,
b’

alltsa motstaende katet genom ndrliggande katet.

Om man vill kan man observera att sinv och cosv &r hojden respek-
tive bredden hos triangeln med hypotenusan 1. Denna hojd respektive bredd
dr kateter i en ratvinklig triangel sa Pythagoras sats ger, som utlovat, den
trigonometriska ettan: sin? v+ cos? v = 1 oberoende av vinkeln v. Vi kommer
se att detta fortsitter att gilla dven nér enhetscirkeln dyker upp. Med till
exempel sin v menar vi (sinwv)? och inget annat.

6.1.1 Exempel: Segelbat

Nagra vénner, diribland en figur kallad Jirpen, sitter i en segelbat. Det
har blivit total stiltje, bensinen &r slut och en EM-kvalmatch i fotboll borjar
snart. Det dr riktigt kallt i vattnet, men desperationen tilltar och det utbryter
en hetsig diskussion kring huruvida det gar att simma i land. For att fa ett
visst beslutsunderlag plockar da Jérpen fram kurslinjalen som finns ombord
och miter upp vinkeln mellan en annan segelbats masttopp och dess déick
(mastens fot). Den andra baten star vid land och vinnerna uppskattar utifran
battypen att masten har hojden A = 15m. Den uppmétta vinkeln blev 1°.
Vad uppskattar de avstandet till?
Lésning: Vi soker alltsa d i figur 6.5. Men eftersom

Figur 6.5: Jirpen har mdtt upp vinkeln mot segelbatens mast till 1° och vill
nu bestamma d. Observera att vinkeln 1° har éverdrivits for att figuren ska
bli tydligare (vinkeln i figuren dr egentligen ca 23°).
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h
tan1° = =
an 7

far vi, genom att dividera med tan 1° och multiplicera med d, att

_h

" tanle’
Nu &r det tyvirr sa att Jarpen inte &r tillriickligt bra pa matematik for att
det hér ska hjilpa. For att fa nagon anvindbar uppskattning pa d sa behovs
namligen ett ndrmevérde for tan 1° och det kan inte Jarpen plocka fram utan
en minirdknare. Som tur #r finns en annan person ombord som kan hjilpa

till, men hur? Vi far ta den biten nér vi har kommit till radianer, se avsnitten
6.2.4 och 6.2.6.

6.1.2 Virden hos sinus, cosinus och tangens for vissa vinklar.

I praktiska tillimpningar anvinder man ofta en dator eller minirdknare for
att ta fram nirmevirden for de trigonometriska funktionerna%4. Det #r dock
bra att kinna till exakta virden for vissa vinklar, inte minst for att ha en
kéinsla for hur de trigonometriska funktionerna beter sig. Med hjilp av den

Figur 6.6: En liksidig triangel som har delats i tva. Vi far da en rdtvinklig
triangel med vinklarna 30° och 60° vars sidor vi kan bestimma. Pa detta vis
kan vi ta fram varden for de trigonometriska funktionerna for dessa vinklar.

liksidiga triangeln®® i figur 6.6 kan vi ta fram virden for de trigonometriska
funktionerna for vinklarna 30° och 60°. Men triangeln &r ju inte ens rétvin-
klig? Nej, och déarfor delar vi den i tva. Alla vinklar i den liksidiga triangeln

6-4Hur riknar datorn ut dessa nirmevirden da?
6-5En liksidig triangel har alla sidor lika (och déirmed ér dven alla vinklar lika).
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ar%6 60° sa nar vi delar den i tva far vi en ritvinklig triangel med vinklar-
na 30° och 60°. Hur ska vi nu ta reda pa de utlovade virdena? Jo, vi kan
ta reda pa hur langa alla sidor hos den rétvinkliga triangeln dr och dérmed
forhallandena mellan dem! Hypotenusan har lingden 1, for vi ldt den liksidi-
ga triangeln ha sidan 1. Den kortare kateten har lingden % eftersom vi delade
en sida pa mitten. Den ldngre kateten, a, far vi da fran Pythagoras sats:

, 1\ .
Pr(z) =1P=1
a+<2>

)2 fran bada sidor och far

1\? 1 4 1 3
27 — —_ = —_—_— = - — = = —
=1 (2) I=i717 171

Eftersom a &dr en striicka och didrmed inte kan vara negativ sa dr det endast
den positiva roten som géller, sa

7%;%7%
NIt 2

Da kéinner vi alla sidor och vinklar i triangeln! Med definitionerna av sinus,
cosinus och tangens far vi nu att

Vi subtraherar (3

1
3 1
sin30°=%:§,
L3
I O:l:_
sin 60 1 5
23
30°= 2 = -
cos 1 o
1
3 1
(’0560":%:57
1
; 12 1
tan30° = 2= — =~ .~ —
B2 V3B
och .
5 3
tanGO":L:L—‘Z:\/g‘
i 21
2

6-0En triangel har vinkelsumman 180° och en liksidig triangel har alla vinklar lika. Da
madste varje vinkel vara 180°/3 = 60°.

38



P4 samma sitt kan man anvinda en halv kvadrat®7 for att se att

1
sind5° = —,

V2

1
cos4h® = —
V2

och

tan45° = 1.

Sa smaningom kommer du férmodligen raka lira dig viirdena ovan utantill,
vare sig du forsoker eller inte. Fran dessa virden gar det att med hjélp av
senare lirdomar ta fram fler exakta virdenS®, till exempel for 15° men det
ricker oftast med dessal

6.1.3 Exempel: Pendel*

Figur 6.7: En pendel som bildar vinkenln ¢ med lodlinjen. Du kan anvinda
den lilla rdtvinkliga triangeln for att se att kraften i banans riktning F; dr
mgsin ¢.

Ténk dig att man haller en pendel stilla vid vinkeln ¢q och sldpper. Kraften
F} i banans riktning pa pendeln ar

F, = mgsin g, (6.1)

6.7Vad blir vinklarna och sidorna i denna? Lat forslagsvis kvadraten ha sidan 1.
6-8Med hjilp av subtraktionsformlerna i avsnitt 7.3 kan du beriikna till exempel sin 15° =
sin(45° — 30°).
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dir ¢ (fi®?) dr vinkeln mot lodlinjen (mg &r tyngden hos pendelns kula), se
figur 6.7. Med hjilp av radianer, se avsnitt 6.2.4, kan man gora en (vildigt
bra) approximation sa att sinusfunktionen forsvinner, se avsnitt 6.2.6. Detta
leder till en ganska enkel sa kallad differentialekvation och lésningen &r, hor
och hépna, att vinkeln ¢ beror av tiden som en cosinusfunktion! Det hér &r
absolut inget som ingar i denna kurs, det kommer troligen senare under aret,
utan dr ett renodlat exempel pa nér trigonometri dyker upp.

For att allt detta ska vara mojligt behover vi utvidga var definition av
de trigonometriska funktionerna till att dels omfatta negativa vinklar (vad
hénder annars nér pendeln passerat banans ligsta punkt?) och dels omfatta
storre argument (indata) &n 90° (vad hénder annars nér tiden gar?).

6.2 Enhetscirkeln

(z,9)

Figur 6.8: Enhetscirkeln med en rdatvinklig triangel i. Den rdtvinkliga trian-
geln har hypotenusan 1 eftersom radien hos enhetscirkeln ér 1 (ddrav namnet
enhetscrikeln).

Vi vill, som konstaterades i 6.1.3, géra generellare definitioner av de trigono-
metriska funktionerna. Med det menar vi att vi vill utvidga begreppen till att
inte bara rora vinklar i en ratvinklig triangel. Enhetscirkeln, se figur 6.8, ger
oss en utmérkt generalisering. Enhetscirkeln ér en cirkel med radien 1 som vi
brukar placera i ett koordinatsystem med centrum i origo®?. Punkten (z,y)
ligger dédr vi hamnar om vi gar vinkeln v motsols lings cirkeln, med start i
punkten (1,0) pa den positiva z-axeln. Vi definierar nu de trigonometriska

69Den grekiska bokstaven lilla fi férekommer i matematik och fysik i tva varianter: ¢
och ¢. Bara den forsta anvidnds normalt i skrift i Grekland.
6100rigo #ir punkten (0,0).
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funktionerna pa detta vis:

sinv =y,

CosSV =T

och .
y sinv
tanv = = = .
T Ccosv

Om man studerar den lilla rédtvinkliga triangel som ocksa syns i figur 6.8
sa ser vi nagot fint. Namligen att definitionen ovan stimmer 6verens med
den gamla definitionen om vinkeln rakar ligga mellan 0° och 90°. Enligt den
gamla definitionen har vi namligen for dessa vinklar

. Y
sinv == =y,
1
x
oSV =— =21
1
och .
Y sin v
tany = = = ——.
T Ccosv

Med var nya definition av de trigonometriska funktionerna sa kan vi nu lata
de trigonometriska funktionerna verka dven pa negativa vinklar och pa god-
tyckligt stora vinklar (vi kan ga runt hur manga varv vi vill i cirkeln, at vilket
hall vi villl). Det enda vi maste se upp med ar att tangens inte 4r definierad
for de v som ger cosv = 0, da dividerar vi ju med 0. Detta sker nér vi befinner
oss hogst upp eller langst ned i cirkeln, det vill sdga da v = 90° + n - 180°,
diir n dr nagot heltal®!!. Nér vi ndrmar oss dessa viirden blir | tan v| viildigt
stort. Sinus och cosinus sparar ddremot inte ur pa samma sétt. Vi kan se ur
enhetscirkeln att
—1<sinv<1

och
—1 <cosv<1.

Vi tar ett par exempel.

6.2.1 Berikna sin 1080°

Det vi hela tiden vill gora nédr vi léser uppgifter som denna ér att se var
i enhetscirkeln vi befinner oss. Sa rita upp en enhetscirkel varje gang, dven
denna. Vi konstaterar hir att 1080° = 3-360°, och eftersom 360° r ett varv5-12

6-11Vilket heltal som helst! Positivt eller negativt eller noll.
6-12Dgrav namnet 3-60 pa tricket att snurra ett varv i diverse sa kallade extremsporter.
Undertecknad har klarat en ofrivillig 0-90 med en vacker dédsknilandning pa snowboard.
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sa gar vi alltsa precis tre varv i enhetscirkeln och slutar dér vi borjade! Alltsa
i punkten (1,0), sa
sin 1080° = sin0° = 0

eftersom y-virdet i denna punkt ar 0.

6.2.2 Berikna cos(—60°)

o=

60°
—60°

Figur 6.9: Enhetscirkel med vinklarna 60° och —60° utmdrkta. Vi anvinder
denna for att bestimma cos(—60°).

Aterigen7 var befinner vi 0ss i enhetscirkeln? Med negativ vinkel menar vi
att vi gar medsols istéllet for motsols. I figur 6.9 har jag ritat ut bade vinkeln
—60° och 60°. Vi ser att dessa tva vinklar har samma z-koordinat och darmed
samma cosinusvirde, sa

1
cos(—60°) = cos(60°) = 7

Den sista likheten far vi fran avsnitt 6.1.2, eller fran att vi helt enkelt kommer
ihag att det #r sa. Detta exempel och nésta blir enklare efter kapitel 7.

6.2.3 Berikna sin 585°

Forst gar vi ett varv och sedan har vi 585° — 360° = 225° kvar. Vi ser denna
vinkel utritad i figur 6.10 och kan konstatera att vi hamnar 225° —180° = 45°
forbi den negativa z-axeln. Jag har ocksa ritat ut vinklarna —45° och 45°. Vi
ser att vi hamnar i samma y-koordinat om vi gar 585° som om vi gar —45°,
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225°
/ 45°

—45°

Figur 6.10: Enhetscirkel med vinklarna 225°, —45° och 45° utmdrkta. Vi an-
vinder denna for att bestdmma sin 585° = sin 225°. Man ser ndmligen att
sin 225° = sin(—45°) = —sin 45°.

sa sin 585° = sin(—45°). Men om vi gar —45° sa har vi gatt lika langt nedat
som vi gar uppat om vi gar 45°, sa sin(—45°) = —sin45°. Alltsa har vi

sin 585° = sin(—45°) = —sin45° = —

Sl

dér den sista likheten fas fran avsnitt 6.1.2.

6.2.4 Radianer

Av tradition miits vinklar ofta i grader. Det finns dock ett smartare vinkelmatt:

radianer$13.

Nér vi gar en viss vinkel i enhetscirkeln ror vi oss en viss stricka pa
enhetscirkeln. 1 radian definieras som den vinkel som vi maste ga for att
denna striacka ska bli precis 1 lingdenhet, se figur 6.11.

Vad finns det for samband mellan grader och radianer? Eftersom en cirkel
med radien r har omkretsen 271 sa har enhetscirkeln omkretsen 27 - 1 = 27.
Detta innebér att ett varv ar 27 radianer. Men eftersom ett varv métt i
grader dr 360° sa har vi

2m = 360° =360 - 1°,

613En av anledningarna till att radianer ér smartare syns i 6.2.6, en annan &r att de-
rivering och integrering av trigonometriska funktioner blir enklare. Dessa tva anledningar
héinger ihop.
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Figur 6.11: Enhetscirkeln med vinkeln 1 radian utmdrkt. 1 radian definieras
som den vinkel som krdvs for att ga 1 lingdenhet lings enhetscirkeln.

o 180°
1:360 _ 80

27 T
och
o2 _ T
T 360 180°
Till exempel har vi darfor
°o_gp. T
90° =90 802
och -
-30 :730-@:7—

6.2.5 Exempel: Berikna cos %’

Nu handlar det om att orientera sig i enhetscirkeln igen, men nu anvéinder
vi radianer som vinkelmatt. %" =T — § sa att ga %" ar samma sak som att
forst ga ett halft varv () och sedan backa %, se figur 6.12. Man ser ocksa i
figuren att den punkt vi hamnar i da maste ha samma z-koordinat som om

vi gar %, fast med motsatt tecken. Alltsa har vi

g
cosi*cos( 71)*700*K*7£
[ Y A I I

Den sista likheten fas fran att 7/6 = 30° och fran avsnitt 6.1.2.
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s
6
i g
6
Figur 6.12: Enhetscirkeln med vinkeln ‘%’ utmdrkt. Man ser att vi lika gdrna
kunde gatt m — & och pa grund av symmetrin dr cos (ﬂ' — %) = —cosg

6.2.6 Exempel: Segelbaten igen*

h

Figur 6.13: En illustration av varfor sing =~ tane = @ ndr ¢ dar liten.
Hypotenusan dr ungefir lika med ett och cirkelbagens lingd (som dr lika med
© om vi mdter vinklar i radianer) dr ungefir lika med h.

I segelbatsexemplet, se 6.1.1, sa fick vi problemet att vi inte kunde berikna
ett ndrmevéirde for tan1°. En av finesserna med radianer dr att sa liange
vinkeln ¢ &r “liten”® s& giller

sinp = tan ¢ ~ @,

om vi méter vinkeln ¢ i radianer. Att det dr sa kan vi se i figur 6.13. Léngden
pa cirkelbagen é#r lika med ¢ eftersom vi méter ¢ i radianer. Om vinkeln ¢

6-14¢Liten” #r ett ganska luddigt begrepp. Approximationen #r bittre ju mindre ¢ #r och
fragan nér den dr tillréickligt bra fér att anvindas har olika svar i olika situationer. Den
ar i varje fall ganska kass nédr ¢ > 7.
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ar liten (gdrna mindre &n i figuren dven om approximationen ér hyfsad dven
hér) sa har vi att ¢ & h eftersom bagen inte “hinner” boja av sérskilt mycket.
Vi far
h
tangp:I:hzap.
Pa samma sétt “hinner” inte hypotenusan bli sdrskilt mycket ldngre dn 1, sa

h
sinpzf:hztp.

Ater till segelbaten. Vi vill veta hur langt det &r att simma och har uppskattat

avstandet d till tar}:lc" dédr h = 15m. Men hur stort dr tan 1°7 Vi vagar anta

att 1° &r en liten vinkel sa vi utnyttjar tanp =~ ¢ for att konstatera att
™ ™
tan1° = tan — ~ —.
180 180

Ténk pa att vi maste konvertera grader till radianer for att detta ska fungeral
Vi far
h h 180k 180-15
Ctanle T I 1 314
Det &r en bit att simma med andra ord. Jarpen uppskattar att han simmar
ca 3km/h sa det skulle ta kanske 20 minuter. Det &dr som sagt kallt i vattnet
och han ger upp hoppet om fotbollsmatchen.

m = 860 m.

Hur bra var egentligen approximationen tan 1° &~ -Z-? Med ett bra ndrmevérde

180 °
pa m far vi att de forsta decimalerna i var approximation blir 0.017453 och om

vi slar in tan 1° pa en minirdknare far vi 0.017455. Det skiljer sig alltsa forst
pa femte virdesiffran! T de allra flesta sammanhang &r det en bra approxi-
mation. Hir har vi med storsta sannolikhet storre fel 1 bade uppskattningen
av vinkeln och i uppskattningen av batens hojd.

7 'Trigonometriska uttryck

7.1 Trigonometriska ettan

For alla v har vi att punkten (coswv, sinv) ligger pa enhetscirkeln. Avstandet
fran denna punkt till origo &r 1/(sinv — 0)2 + (cosv — 0)2 enligt avstands-
formeln. Men detta avstand maste vara lika med 1 eftersom punkten ligger
pa enhetscirkeln som har radien 1. Vi far alltsa

Vsin?v 4 cos?v = 1.

Om vi kvadrerar bada sidor blir vi av med rottecknet och far

sinv +cos?v =12 =1,

det vill séiga den trigonometriska ettan: for alla v giller sin?v + cos?v = 1.
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7.1.1 Exempel: sinv = 5’ Vad é&r cosv?
Anvénd trigonometriska ettan!

sinv + cos?v = 1 <= cos’v = 1 —sin®v

, , 3\? 9 25 9 16
osPv=1—sinv=1-(-) =1—-—=2"— —=_—.
cos” v sin” v <5> % =2 253

/1
cosv = £ —G:i@ ::I:é,
25 V25 5

men utan mer information vet vi inte vilket av svaren som géller. Sa cosv =
eller cosv = —%.

Alltsa maste vi ha

SIFS

7.2 lakttagelser ur enhetscirkeln

7.2.1  cos(—v) = cosv

Figur 7.1: Enhetscirkel med vinklarna v och —v utmdrkta. De punkter pa en-
hetscirkeln man nar genom att ga dessa vinklar maste ha samma x-koordinat
och vinklarna maste ddrfor ha samma cosinusvdrde.

I figur 7.1 har vi gatt bade vinkeln v och vinkeln —v ldngs enhetscirkeln.
Linjen som gar genom de bada punkter vi hamnar i &r parallell med y-axeln sa
punkterna maste ha samma z-koordinater. Det innebér att vinklarna maste
ha samma cosinusvérden, sa

cos(—v) = cosv.
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7.2.2 sin(—v) = —sinv

Vi kan titta i figur 7.1 igen. Vi kan se att om vi gar vinkeln —v hamnar vi lika
langt under z-axeln som vi hamnar ¢ver z-axeln om vi gar vinkeln v. Alltsa
maste punkterna vi hamnar i pa enhetscirkeln ha samma y-koordinater men
med motsatt tecken. Alltsa

sin(—v) = —sinw.

7.2.3 sin(m —v) = sinv och cos(m — v) = — cosv

Om vi studerar figur 7.2 sa kan vi ligga mérke till att vi hamnar i samma
punkt om vi gar vinkeln 7 — v som om vi forst gar ett halvt varv och sedan
backar vinkeln v. Vi kan ocksa se i figuren att vi da hamnar i en punkt pa
enhetscirkeln som har samma y-koordinat som om vi gar vinkeln v. Alltsa
géller

sin(m — v) = sinv.

Dessutom kan vi i samma figur se att z-koordinaterna for samma tva punkter

™=

v v

Figur 7.2: Vinklarna v och m — v utmdrkta i en enhetscirkel. Vi ser att vi
hamnar i samma punkt pa enhetscirkeln om vi gar vinkeln m — v som om vi
gar ett halvt varv och sedan backar vinkeln v.

maste vara samma men med motsatt tecken — vi gar en lika stor vinkel fran
z-axeln 1 bada fallen. Féljdaktligen har vi

cos(m —v) = — cosv.
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Titta nu géirna pa exemplen 6.2.2, 6.2.3 och 6.2.5 igen. Anvénd resultaten i
detta avsnitt och se att de blir littare, men att vi hur som helst maste veta
var i enhetscirkeln vi befinner oss.

7.2.4 cos (5 —z) =sinz och sin (3 — z) = cosa*

Det kan ocksa vara virt att ldgga mirke till detta. Det &r relativt ldtt att

se att cos(z — §) = sinz genom att titta pa en enhetscirkel. Detta géller

eftersom sinusvirdena alltid ligger ett kvarts varv efter cosinusviirdena. Men
cos(—v) = cosv ger da

(Gr)=es(e3) =
cos (- —x)=cos|zx— <) =sinz,
2 2 ’

vilket &r den forsta identiteten. Den andra fas genom att anvéinda den vi just

tagit fram.
| (E_ )= ‘(Z_(E_ >)= ,
sin {5 — @ cos | 5 5 % cos .
_—

T

7.3 Additions- och subtraktionsformler*

P, hi
Ps—t
\
t \
S \
—\p

Figur 7.3: Figur som kan anvindas for att bevisa cos(s —t) = cosscost +
sin ssint. Det gors inte hir men du kan se tips i en fotnot. Det centrala dr
att de streckade strickorna i figuren dr lika langa.
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Man kan visa att”!*

cos(s —t) = cosscost + sin ssint.

Med hjélp av detta samband &r det litt att visa ett samband f6r cos(s + ¢).
Det gér vi genom att skriva s +¢ som s — (—t), vilket dr ett vanligt trick i
flera sammanhang. Vi far

cos(s + t) = cos(s — (—t)) = cos s cos(—t) + sin s sin(—t).

Vi kan snygga till det hér lite genom att anvinda cos(—t) = cost och
sin(—t) = —sint, se 7.2.1 och 7.2.2 (eller nérmaste enhetscirkel). Da far
vi

cos(s +t) = cosscost — sin ssint.

Nu vill vi ta fram motsvarande for sinus. I 7.2.4 sag vi att cos (% — x) =sinz
och sin (% - r) = cos x. Dérfor har vi

sin(s + t) = cos (g —(s+ t)) = cos ((g - s) - t) =

cos (g - s) cost + sin (g - s) sint.
— N——
s s cos s

Alltsa far vi

sin(s + ¢) = sinscost + cos ssint.
Genom att skriva sin(s — ¢) som sin(s + (—t)) far man nu enkelt en sista
formel. Glom inte att cos(—t) = cost och sin(—t) = —sint.

sin(s — t) = sin scost — cos ssint.

Om man vill férstka komma ihag dessa utantill kan en del minnesregler kri-
vas. For att komma ihag vilket tecken det ska vara kan man sidga hogt for sig
sjalv att sinus dr sindll och cosinus dr constig, syftandes pa att det dr addi-
tion pa bada sidor i additionsformeln f6r sinus men inte for cosinus. Ett sétt
att komma ihag subtraktionsformeln for cosinus ér att observera att om man
sitter s = ¢ sa far man trigonometriska ettan (testal Du ser i enhetscirkeln
att cos0 = 1.). Personligen ténker jag alltid pa den intetsigande ramsan Ga
sin kos cousin (Ga sin cos cos sin) pa nagon mirklig svenskfranska™ for att
minnas formlerna for sinus.

71%0m du gillar bevis sa kan du gora detta sjilv med hjélp av figur 7.3. Vad ér koordi-
naterna fér punkterna Ps, P;, Ps_; och Py? Anviind dessa koordinater for att stélla upp
uttryck for avstanden |Ps — P;| och |Ps_y — Py|. Ritkna pa och sambandet dyker upp. Glom
inte trigonometriska ettan!

72Cousin betyder kusin pa franska. Det uttalas tyvérr inte cos sin utan snarare kossi(ng).
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7.3.1 Exempel: Uttryck i termer av sinv och coswv: sin (v - %)

Forst anviinder vi subtraktionsformeln for sinus.

X 3T X 3T . 3m
sin (v — T =sinvcos — —cosvsin il

~— ~—
-4 1
. ( W) T .
sinv ( —cos — | — cosvsin — ——=sinv — —= cos .
4 4
NS A V2 V2
1 1
v V2
P& vigen anviinde vi cos(m — v) = —cosv, sin(r — v) = sinv, se 7.2.3,
B S | BN S | . PO . T _
sin} = 5 och sin 7 = 5, se 6.1.2 (lagg mérke till att T = 45°).

7.3.2 Dubbla vinkeln: cos 2z = cos® z — sin? z och sin 2z = 2sinz cosz

Formlerna for dubbla vinkeln anviénds nog av fler och oftare dn additions-
formlerna. Se exempel 7.3.3 for en anledning. Man anvinder dock lampligen
additionsformlerna for att plocka fram dem. Additionsformeln for cosinus ger

cos 2z = cos(z + x) = cosw cosx — sinzsinz = cos’ x — sin’ x.
Vildigt ofta dr det praktiskt att skriva om det sista uttrycket genom att
anviinda trigonometriska ettan. Vi gér detta genom att addera 0 skrivet pa

ett mérkligt sdtt. Antingen far vi

cos?z — sin?z = cos?z — sin®z + cos* x + sinz — 1 = 2cos’z — 1
—_———
0

eller

cos?x —sin?z = cos?z —sin?z 4+ 1 — cos®z —sinz = 1 — 2sin’ z.
~—_—

0
Sammantaget har vi
cos2x = cos’x — sinx = 2cos’r — 1 =1 — 2sin’ 2. (7.1)

Vid olika tillfallen ldmpar sig olika varianter pa formeln.
Additionsformeln for sinus ger

sin 2z = sin(z + &) = sinx cos x + coszsinz = 2sin x cos z.
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7.3.3 Exempel: Skriv om cos’? 2 utan kvadrattermer

Att bli av med kvadrattermer #r ofta véldigt praktiskt, till exempel om man
ska integrera (vilket man vildigt ofta ska i tillimpningar). Man kan skriva
om bade cos®z och sin” z med anviindning av sambanden i (7.1), vi gor hir
det forstndmnda. Vi far

cos 2z = 2cos’x — 1

som &r ekvivalent med
1+ cos2z = 2cos’ x

som i sin tur dr ekvivalent med
9 1+ cos2x
cos"x = ——.
2
Da har vi gjort precis vad som efterfragades.
7.4 Trigonometrisammanfattning

7.4.1 Oldschool-definitionen

c
a
v

b
e siny =2
c
o cosv =2
¢
e tanv = ¢
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7.4.2 Generellare definition

(z,y)
v
e sinv =y
e Cosv =1
o tany = v
7.4.3 Vissa vinklar
v 0 =n/6 w/4 w/3 /2
0° 30° 45° 60° 90°
sinv | 0 % % ? 1
cosv | 1 @ % % 0
tanv | 0 % 1 /3 odefinierad

Tabell 7.1: Tabell dver de trigonometriska funktionernas virden for vissa
vinklar. Om man kommer ihag vilka vinklar som dr inblandade dr en otdckt

bra minnesregel att virdena for sinus dar @ g@ % och @ Observera
att Y2 = 2 —

NG \% For cosinus gar det at andra hallet, det vill siga roten
ur4,3,2,1,0 genom tva.

7.4.4 Liten trigonometrisk formelsamling
e Trigonometriska ettan
o sin®v + cos?v =1
o Jakttagelser ur enhetscirkeln

o cos(—v) = cosv
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o sin(—v) = —sinv
o sin(r —v) = sinv
o cos(m —v) = —cosv

o cos (% 71') =sinx

o

sin (3 —2) = cosz

e Additions- och subtraktionsformler(sinus &r sinill, cosinus &r constig)

o cos(s —t) = cos scost +sinssint
o cos(s+t) = cosscost —sinssint
o sin(s +t) = sinscost + cos ssint
o sin(s —t) =sinscost — cos ssint

e Dubbla vinkeln

o cos2z =cos’x —sin’z =2cos’z —1=1-2sin’z

o sin2x = 2sinz cosx

8 Trigonometriska ekvationer

8.1 En viktig ekvation

En vanlig trigonometrisk ekvation &r

wL
sin (UJ—> =0,
c

diir vi ska 16sa ut w (omega®!). Vad bokstiverna innebir bryr vi oss inte om
nu men ungefir den héir ekvationen dyker ofta upp nér vagor ar inblandade
(gitarrstringar, ljud, mikrovagsugnar, mobiltelefoni, kvantfysik,...). Liknande
ekvationer dyker upp vid till exempel virmeledning (till exempel jarnbalkar i
en brinnande skyskrapa eller kylning av en motordel), nér en kemisk substans
loses i exempelvis vatten och till och med inom finansmatematik.

Vi ska strax 16sa den hir ekvationen, men vi borjar med nagot som ser
lite enklare ut.
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Figur 8.1: Figur som hjdlper oss att l6sa sinv = 0. Vi maste da befinna 0ss i
nagon av punkterna (1,0) eller (—1,0). Vi ser att vi kan ga godtyckligt antal
halva varv at valfritt hall for att ta oss till nagon av dessa punkter.

8.1.1 Los ekvationen sinv =0

Om inget annat sigs nir vi far i uppdrag att 16sa en ekvation sa ska vi hitta
alla 16sningar. Vi tittar pa en enhetscirkel, se figur 8.1. Vi ska alltsa hitta
de vinklar v som gor att vi befinner oss i punkter pa enhetscirkeln med y-
koordinat 0. Da maste vi vara antingen i (1,0) eller i (—1,0), se punkterna
som ér utmérkta i figuren. Vi startar jui (1,0) sa en losning dr v = 0. Vi kan
ocksa ga ett halvt varv och hamna i (—1,0), sa v = 7 &r ocksa en losning.
Ar detta alla 16sningar? Nej, vi kan ga hur méanga halva varv vi vill motsols
eller medsols, vi kommer &nda att hamna i antingen (1,0) eller (—1,0). Ett
halvt varv ar 7, sa
v =nm,

dér n ér ett godtyckligt heltal, 1ser ekvationen. Med godtyckligt heltal menar
vi vilket heltal som helst®2! Positivt, negativt eller noll.
8.1.2 Losning av den viktiga ekvationen

Vi har egentligen gjort allt jobb i exempel 8.1.1. Nu ska vi 16sa

L
sin (w_) =0,
c

81Dy kinner kanske igen stora omega biittre: Q.
82Det finns alltsa oéindligt manga losningar till ekvationen.
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och det dr precis samma ekvation som i 8.1.1 men med v = % Vi far alltsa
wlL
— =nm.
c

Vi maste ha ¢ # 0 sa detta édr ekvivalent med
wL = nme

som, forutsatt att L # 0, &r ekvivalent med

nme
w=—

L

Om L = 0 sa uppfylls ekvationen av alla w.

8.2 Fler trigonometriska ekvationer

Lite knivigare trigonometriska ekvationer kan dyka upp men fragan &r i grun-
den densamma hela tiden: var i enhetscirkeln befinner vi oss? Sedan far vi
fundera 6ver vilka vinklar som tar oss dit och sa ska vi inte glomma att vi
kan ga flera varv mot- eller medsols!

8.2.1 Los ekvationen cosv = %

NIE

Figur 8.2: Denna figur hjdlper oss att losa ekvationen cosv = % Linjen x = %

skdr enhetscirkeln i de punkter vi ar intresserade av. Vilka vinklar tar oss
dit?
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I figur 8.2 ser du en enhetscirkel och linjen z = % utritad. Dér linjen skér
cirkeln dr alltsa z-koordinaten %, sa cosinusvirdet for alla vinklar som tar oss
till nagon av dessa tva punkter dr % Vilka vinklar gor det da? I tabell 7.1,
sidan 53, ser vi att cos § = %, sa & dr en 1osning. Men cos(—v) = cosv sa da
maste d&ven —% vara en losning. Dessutom kan vi fran var och en av dessa
punkter ga ett valfritt antal varv i enhetscirkeln at valfritt hall. Ett varv
utgor vinkeln 27, alltsa ska vi till bada dessa 16sningar ldgga till termen 27n
dédr n kan vara vilket heltal som helst. Sammanfattningsvis blir ekvationens
16sningar

v = :i:g + 27,

dér alltsa n dr ett godtyckligt heltal.

8.2.2 Los ekvationen cos 3t = %

Jag har med avsikt bara gjort en pytteliten dndring fran exempel 8.2.1, jag
har bytt ut v mot 3¢. Precis samma resonemang som dér tar oss till ekvationen

&:ig+%m

dér n dr ett godtyckligt heltal. For att fa ¢ ensamt dividerar vi nu bada sidor
med 3 och far

t= iz + QITL

9 37

och det dr svaret. Observera att dven termen 27n divideras med 3.
8.2.3 Los ekvationen sinv = 7§
I figur 8.3 ser du en enhetscirkel och linjen y = —+/3/2. Dér linjen skiir cirkeln
ir alltsa y-koordinaten —v/3/2 sa sinusviirdet for de vinklar som tar oss dit
ar just —\/3/2. Vilka vinklar &r det? I tabell 7.1, sidan 53, ser vi att sin £ =

3
\/3/2. Dessutom har vi att sin(—v) = —sin v sa sin (—%) = —\/3/2. Alltsa ar
—7% en l6sning. Men vi ser att det finns en annan punkt pa enhetscirkeln med
samma sinusvirde, vilka vinklar tar oss dit? Eftersom sin(m — v) = sinv sa
har vi att sin % = sin (71' - (—g)) = sin (—%), sa %" ch en annan losning. Vi
kan ocksa hamna i samma punkt genom att ga 7%7" Aterigen ska vi komma
ihag att vi fran var och en av dessa tva punkter kan ga hur manga varv vi

vill at vilket hall vi vill, sa svaret dr

=249
v 3+ ™
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s YN
Figur 8.3: Vi anvinder figuren for att lésa ekvationen sinv = —é. Linjen
y= 7§ skdar enhetscirkeln i de sokta punkterna.

eller
2n +2mn
v=—— ,
3
dér n som vanligt dr ett godtyckligt heltal.
8.2.4 Los ekvationen sin (5t — Z) = —§

Ekvationen dr samma som i exempel 8.2.3 men med v = 5t — Z. Vi fa alltsa

5t — g = 7% + 2mn
eller
., T 27
t— = =—" +2mn,
5 7 mn,

dér n dr nagot heltal. Da aterstar bara att 16sa ut ¢ ur bada dessa ekvationer!
Vi borjar med att addera Z till bada sidor (i bada ckvationerna) och far

ot = r_I +2mn = —4—7T+27r'n
T 3 21 )
—~ =~
i i
eller 9 11
5t = g — ?ﬂ +2mn = 72—5 + 27mn.
— =~
3m Lin
21 21
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Slutligen dividerar vi bada sidor med 5 och far att svaret blir

‘= 4 n 27
“ 105 5"
~~
215
eller
;= 117 n 27
105 5
8.2.5 Los ekvationen cos’v = %
__\B _ B
v = —%5 v =5
T—
D
=0
=(r —v)

Figur 8.4: Den hdr figuren anvinder vi for att losa ekvationen cos® v = %. Vi
far nu hela fyra stycken punkter pa enhetscirkeln som uppfyller ekvationen.
Men wvad dr v? Glom inte att vi far ga ett godtyckligt antal varv fran var och
en av dem!

Denna ekvation #r en smula knepigare dn de foregaende. Men om vi hade
ekvationen 12 = 3/4 sa hade losningarna blivit ¢ = ++/3/2 sd med coswv
istallet for ¢ far vi

V3

08y = 0
COSv B

Vi soker alltsa vinklarna som ger cosinusvérdet \/3/2 eller —\/3/2. I figur

8.4 ser du att vi nu har sa mycket som fyra punkter pa enhetscirkeln som

uppfyller ekvationen. I tabell 7.1, sidan 53, ser du att cos § = ? sa § ar

en l6sning. Som vanligt nér vi l6ser cosinusekvationer sa &r da ocksa —¢ en

16sning, se ﬁ%[ur. Dessutom har vi att cos (—%") = cos %’r = cos (71' - L—r) =
3

o 5 5 . o . . . . .
—cosg = —% sd °F och —=F loser ocksd ekvationen. Forsok hinga med i
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figuren! Fran var och en av dessa punkter kan vi som vanligt ga ett valfritt
antal varv at valfritt hall, sa 16sningarna blir

v = ig + 21

eller 5
V= i% + 27n.

8.2.6 Los ekvationen tanv =1

b - - -

————— 4

Figur 8.5: De punkter som uppfyller tanv = 1 syns i figuren. Vinkeln till
den av dessa punkter som ligger i forsta kvadranten maste vara w/4 efter-
som denna vinkel ger samma sinus- som cosinusvdirde, vilket illustreras av de
streckade kvadraterna i figuren. Jag har ocksa passat pa att mirka ut kvad-
ranternas numrering med romerska siffror.

sinv
cosv

Eftersom tanv = sa dr ekvationen ovan ekvivalent med

sinv

Ccos v

som ger
sinv = cosv.

Sa fragan #r: var i enhetscirkeln dr z-koordinaten lika med y-koordinaten?

Andra och fjirde kvadranten®? &r uteslutna, diir har z och y olika tecken. Om

83Kvadranterna dr fjirdedelar av xy-planet. Numreringen &r utmirkt med romerska
siffror i figur 8.5.
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vi ddremot gar lika langt fran x-axeln som fran y-axeln in i forsta kvadranten

sa uppfylls ekvationen! Detta maste motsvara en attondels varv, det vill siga

vinkeln 7. Pa precis motsatta sidan av enhetscirkeln, ett halvt varv bort, sa

géller ocksa detta. Punkterna syns i figur 8.5. Och fran var och en av dessa

punkter kan vi, precis som vanligt, alltid ga ett valfritt antal varv at valfritt

hall och hamna i samma punkter. Men eftersom punkterna ligger med vinkeln
T

« ifran varandra sa kan vi lika gérna vilja § och ga ett valfritt antal halva

varv at valfritt hall. Alltsa uppfylls ekvationen av
.
v = —+nm,
1 ;
dér n &r ett godtyckligt heltal.

8.2.7 Perioder

I senaste exemplet fick vi att losningarna lag pa avstandet 7 fran varandra,
detta beror pa att tangens har perioden 7, det vill siiga tanv = tan(v + )
for alla v. Pa liknande sdtt har sinus och cosinus perioden 27 eftersom vi
hamnar i samma punkter pa enhetscirkeln.

8.2.8 Maskin

I en industri har vi ett rullband som har lutningen . Kraften fran motorn
som driver bandet maste vara

F =mg(u+singp).

Motorn orkar bara driva med kraften Fy = 6 MN (MegaNewton), mg kan
vara upp till 10MN och g = 0.10 (vi bryr oss inte om vad p dr). Vilken
vinkel &r den storsta tillatna?

Losning: Vi maste rakna med att mg antar det storsta mojliga vérdet.
Den storsta tillatna vinkeln far vi da genom att 16sa ekvationen

Fy = mg(p + sinp) = mgp + mgsin ¢

som &r ekvivalent med
mgsin g = Fy — mgp
som (eftersom mg # 0) ér ekvivalent med
Fo—mgp _ Fo
mg mg

sinp = — [
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Vi sétter in vérdena och far
sing = 16—0 —0.10 = 0.60 — 0.10 = 0.50. (8.1)
Losningen av denna ekvation ér (jamfor med exempel 8.2.3)
¢:%+27m:300+n~360°

eller .

@zﬂ*%JrQﬂ'n:%+27rn:150°+fz<360°,

dér n ar ett godtyckligt heltal. Men nér vi pratar om lutning sa menar vi
normalt en vinkel mellan —90° och 90°, sa vi svarar endast med en av dessa
lésningar: ¢ = 30°. I just det hér fallet var vi alltsa ointresserade av alla
varv vi kunde ga i enhetscirkeln, man far dock absolut inte glomma detta till
exempel i den viktiga ekvationen i avsnitt 8.1.

Irriterar du dig pa att siffrorna &r for tillrdttalagda? I avsnitt 8.3.1 16ser
vi samma problem men med andra siffror. Da maste vi forst nimna arcsinus
ch arccosinus.

8.3 arcsin och arccos*

Nir vi behandlade andragradsekvationer i avsnitt 2.1 sa papekades att vi fick
néja oss med att kalla 16sningarna till ekvationen 22 = 7 for +£4/7 (16sningarna
rakade inte bli heltal). Pa samma sétt dr det med till exempel ekvationen
. 1

Sing = -
% finns inte med i tabell 7.1, sidan 53, sa vi far néja oss med att kalla den
16sning till ekvationen som ligger mellan —3 och § for o = arcsin % Sedan
tillkommer som vanligt 16sningen z = 7 — arcsin % och vi kan fran var och en
av dessa losningar ga valfritt antal varv at valfritt hall. Sa

T = arcsin% + 27
eller
T=7— arcsin% + 2mn.

Sa definitionen av arcsin paminner om definitionen for kvadratroten, arcsiny
definieras som 16sningen mellan —% och § till ekvationen sinz = y. Pa lik-
nande sétt kan man definiera arccos y som 16sningen mellan 0 och 7 till ekva-
tionen cos x = y. Anledningen till varfor vi specificerar vilken av 16sningarna
det blir &r att vi inte vill ha en funktion som ger oss flera svar. Pa samma sétt
definierade vi \/a som det icke-negativa tal som uppfyller \/52 = a, annars

skulle vi fa tva svar.
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8.3.1 Maskinen med mindre tillrittalagda siffror

Vi gor exempel 8.2.8 igen men med siffrorna Fy = 1.2MN, mg = 9.82MN
och p = 0.10 (fortfarande). Allting blir likadant fram till ekvation (8.1). Vi
har alltsa
. Fo
sing = — — pu.
mg

Eftersom vi bara &r intresserade av den 16sning som ligger mellan —90° och
90° (detta dr viktigt!) sa far vi svaret

(s 1)
p=arcsin ({ — — | .
mg

Om man far anvinda miniriknare sa kan vi sidtta in virden och fa ett
nirmevirde pa svaret:

1.2
( = arcsin (W — 0.10) ~ arcsin 0.0222 =~ 0.0222 ~ 1.27°.

arcsin brukar kallas sin~! pa de flesta miniriknare men det #r inte helt klock-
8.4
rent®®.

9 Faktorisering

9.1 Inledning: cirklar

Alla punkter pa en cirkel med radien 5 och centrum i origo ligger pa avstan-
det 5 fran origo. Det &r liksom hela grejen med en cirkel med radien 5 och
centrum i origo. Ség att punkten (z,y) ligger pa en sadan cirkel. Da ger
avstandsformeln att

=07 +(y—0F =5.

5 &r positivt och dven uttrycket under rottecknet &r positivt, sa inget farligt
hénder om vi kvadrerar bada sidor och far

2+ y? = 5%
Sa alla punkter som ligger pa den hér cirkeln uppfyller den hér ekvationen!
Dérfor kallas detta for cirkelns ekvation (jimfor med rita linjens ekvation,

avsnitt 4.5). Hur som helst, en cirkel maste inte nédvindigtvis ha centrum
i origo och den behover inte heller ha radien 5. Vi kan féra precis samma

84Varfor det inte #r helt klockrent forstar du nér du lir dig om inversa funktioner i
analysen.
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Figur 9.1: En cirkel med radien r och centrum i (xg,yo). Avstandsformeln ger
att r = /(@ — x0)? + (y — yo)? eftersom avstandet mellan (xo,yo) och nagon
punkt (x,y) pa cirkeln dr r.

resonemang kring en cirkel med radien r och med centrum i (zo, yo), se figur
9.1. En punkt (z,y) som ligger pa denna cirkel ligger pa avstandet r fran
(20, ¥0) och avstandsformeln ger oss da
(x=m)+(y—w)?=r

som vi kan kvadrera utan problem och fa

(2 — 202+ (y — o) = 2 (0.1)
Sa nu har vi en ekvation som beskriver en generell cirkel. Jag pastar dock att
ekvationen

P44z —3+y*—63=0 (9.2)
ocksa beskriver en cirkel. Hur i hela virlden ser vi det? Och vad har den
for radie och centrum? Dessa fragor far vi svara pa nér vi har lirt oss att
kvadratkomplettera i nésta kapitel. Innan vi kan gora det tittar vi forst pa
faktorisering med fokus pa konjugat- och kvadreringsreglerna.

9.1.1 Vad é&r faktorisering?

Att faktorisera innebér att skriva om ett uttryck som en produkt av faktorer.
Vi har faktiskt dgnat oss en del at detta redan tidigare i héftet. Exempel pa
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faktoriseringar &r
42=6-7=2-3-7,

22 — 3z = z(x — 3)
och
22+ 2yt = P2 + ).

Faktorisering®! kan hjilpa oss att forsta uttryck eller 16sa ekvationer, ofta
hjdlper det oss vid forenkling av kvotuttryck®2.

9.2 Konjugat- och kvadreringsreglerna
9.2.1 Konjugatregeln: (a +b)(a —b) = a* — V?

a — b kallas for konjugatet till @ + b. Vad héinder om vi multiplicerar ett
uttryck med dess konjugat? Lat oss prova.

(a+b)(a—b)=a-a—a-b+b-a—b-b=
0
a® -V

Det hdr sambandet visar sig vara vildigt praktiskt, sa ddrfor har det fatt
ett eget namn, konjugatregeln. Man kan ju tycka att utrdkningen ovan inte
var sdrskilt svar och dérfor fraga sig: varfor ska man liara sig konjugatregeln?
Bland annat for att vi ofta anvéinder den baklanges.

23 —dx

9.2.2 Exempel: Forenkla ©—5*

Om vi inte kiinde till konjugatregeln skulle det hir vara lite besvirligt®?
men nu observerar vi att 23 — 4z = z(2? — 4) = x(z + 2)(z — 2) enligt

911 det sista steget i den forsta faktoriseringen har vi faktiskt primtalsfaktoriserat 42.
Detta dr intressant till exempel om man &r intresserad av kryptering - att knécka krypton
handlar ofta om att primtalsfaktorisera enorma tal (typ 10%%° eller virre dnda).

92Det tjatas alltid om att man ska forenkla saker. Varfor? Kan man inte bara stoppa in
viirdena i uttrycket och kéra nér det vil ska anviindas praktiskt? Den kanske viktigaste

anledningen &r att vi har en begriinsad férmaga att forsta krangliga uttryck, hur beter

tanzsin® (5 -z

sig till exempel uttrycket T—smo)(ismy) DT vi éndrar 7 Om nagon har lagt mérke till
att detta gar att forenkla till sinz (forutsatt att « # m/2 4+ nr) sa blir det betydligt mer
ldttolkat och i manga fall ger forenklingar som denna oss nya insikter om viirlden omkring
oss. Att derivera eller integrera det forsta uttrycket hade for évrigt varit forskréckligt om
man inte lagt mérke till forenklingen.

9-3Kan man polynomdivision l6ser det sig &nda men det blir betydligt meckigare. Dessu-
tom ser man inte direkt att uttrycket gar att férenkla och kanske missar méjligheten.
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konjugatregeln. Det ger oss
-4z z(r+2)(x—2)

z+2 T +2
sa linge  # —2 (annars dividerar vi med noll i det forsta uttrycket!). Har
ser vi att det kan vara virt att halla utkik efter uttryck av typen a? — b?. En

annan typ av anvindning syns i exempel 11.5.4.

z(x —2),

9.2.3 Exempel: Los ekvationen zijréT =2

Vi testar att att multiplicera bada sidor med x + 2 for att fa bort ndmnaren.
Da far vi

7* —dx =22 + 4.
Det hér dr en tredjegradsekvation. Det finns séitt att 1osa den men vi kan
inte det®*. Om vi diremot hade lagt mirke till att viinsterledet #r samma
uttryck som det vi forenklade 1 9.2.2(det gjorde du kanske?) sa hade vi kunnat
forenkla ekvationen till

x(x —2) =2,
forutsatt att @ # —2. Ekvationen dr ekvivalent med
?—22-2=0

som vi kan sétta in i pg-formeln.

2
) —(-2)=1+£VI+2=1++3
Ingen av dessa losningar dr —2 sa bada loser verkligen ursprungsekvationen.

9.2.4 Kvadreringsreglerna: (a +b)? = a*> 4+ 2ab + b*

Kvadreringsreglerna ser inte heller sérskilt mycket ut for vérlden men det
viktiga dr att kinna igen ett kvadratuttryck. Till exempel dr 22 + 42 + 4 ett
kvadratuttryck men inte 22 + 4z + 5. Lat oss kvadrera®® z + a:

(z+a)=z-2+g-at+a z+a-a=
2
ax

22 + 2ax + d®.

94Vissa typer av tredjegradsekvationer kommer du kanske att 1osa i baskursen eller
motsvarande. Det finns ocksa en losningsformel motsvarande pg-formeln men fa brukar bry
sig om att anviinda den, den dr oerhort opraktisk och man har heller inte lika stort behov
av att losa tredjegradsekvationer exakt som man har av att losa andragradsekvationer.

95 Jag skriver x + a istéllet for det kanske vanligare a + b. Anledningen #r att jag har
sikte pa kvadratkompletteringen.
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Om vi kvadrerar & — a far vi istéllet den andra kvadreringsregeln:

(r—a?=2-2—2-a—a-x+a-a=
————
—2ax

22 — 2ax + a®.

Ett annat siitt att se detta dr (z—a)? = (z+(—a))? = 22 +2(—a)z+(—a)? =
22 —2ax+a?, ddr vi anvint den forsta kvadreringsregeln, sa att kalla detta for
tva regler ar egentligen lite 6verdrivet. Till exempel ger kvadreringsreglerna
att

(z4+1)?=2+2- 1o+ 1>=2"+ 27+ 1,

(r—32=2>-2-32+3=2>-62+9

och ) y
<x+g> :zz+2~;x+(w+g> :1’2+3x+%
9.2.5 Exempel: Forenkla £-02+9

Du kanske kommer ihag att ndmnaren kan faktoriseras till (z + 3)(z — 3)
enligt konjugatregeln. Vi kan dven faktorisera téljaren genom att kénna igen
kvadraten, 2?2 — 6z +9=12? -2 32+ 9 = (z — 3)% Vi far

22— 6z +9 (z —3)? r—3

2-9  (@+3)(x-3) =z+3

om z # 3.

9.2.6 Exempel: Faktorisera 22 + 8z + 16

Vi vill alltsa skriva detta som en produkt av faktorer. Om man skriver om
detta som 22 + 2 - 42 + 42 sa ser man att vi kan anviinda en kvadreringsregel
(baklénges). Alltsa

2+ 82+ 16 =2+ 2 - dx+ 4% = (v +4)%,

dar vi i sista steget kénde igen ett kvadratuttryck med hjélp av den forsta
kvadreringsregeln.
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9.2.7 Exempel: Faktorisera 22> — 10z + %
Ett tips niir det ser ut pa detta vis ir att bryta ut faktorn framfér 2. Vi gér
det och far o

25
227 — 102 + = =2(z? 75z+z)

Nu tar vi hand om uttrycket i parentesen pa samma sétt som i férra exemplet.

25 ; 5 5\° 5\°
2 — = 2_9.%, — = —
2<1 5z+4> 2<x 2 2Jc+<2>> 2<:c 2)
For att undersdka om ett andragradsuttryck som z?+bz +c ir ett kvadratut-

tryck kan du alltid skriva detta som 22 + 2 - %;L' + ¢ och testa om (3)2 =c 1

sa fall passar uttrycket i kvadreringsregeln, annars inte.

9.2.8 Exempel: Bestidm b si att 2% + 7z + b blir ett kvadratuttryck

Annu en gang gor vi omskrivningen
2 2 7
4+ Tr+b=u +2-§x+b.

For att den mittersta termen, 2 - %1‘, ska passa i en kvadreringsregel sa maste

vi ha ) y
x2+2-;x+b: <x+;> :x2+2-zx+<z> ,

2 2
2
b= (1) =2
2 4

10 Kvadratkomplettering

sa da maste vi alltsa ha

10.1 Metoden

Sadérja! Nu kiinner du kanske igen ett kvadratuttryck nér du ser det. Du ser
till exempel att

P+ +d=2"+2-20+2>= (v +2)°
ar ett kvadratuttryck. Du kanske ocksa ser att

2?44z
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inte ar ett kvadratuttryck. Men det &r inte sa stor skillnad mellan uttrycken,
det saknas bara en fyra i det sista uttrycket for att det ska bli en kvadrat. En
fin grej med matematik dr att vi med véldigt lite arbete kan trolla fram till
exempel en fyra ur ingenstans, priset &r bara att vi blir tvungna att acceptera
—4 ocksa. Vi gor denna trollerikonst och far

Pz =2 +dr+4d-4=2"+4dr+4-4=(v+2) -4
0 (a42)2
@+

Denna procedur, att ligga till (och dra bort) det som saknas for att fa en
kvadrat, kallas kvadratkomplettering!®!. Generellt har vi

2% +2az = 2° +2ax + a° — o> = 2® 4+ 2ax + a® —a® = (v +a)® —d®. (10.1)
0 (a+a)?
x+a

Sa vi ska alltsa ldgga till och dra bort kvadraten pa halva koefficienten framfor
z. Man kan illustrera det hér med figur 10.1.

10.1.1 Exempel: Kvadratkomplettera r* — 6z

Nagon kan tycka att uppgiften &r luddigt formulerad men det bryr jag mig
inte om! Vad ér det som saknas for att detta ska bli en kvadrat? Jag skriver
om uttrycket som x? + 2(—3)x for da kan vi jimféra det med vinsterledet i
(10.1). Vi gor samma sak som dér men med a = —3.

2% — 6z =2 +2(=3)z = 2> + 2(=3)z + (=3)* — (=3)2 =

0
2? +2(=3)r +(=3)> —(-3)’= (2 —-3)? -3 = (z - 3)? - 9.
N——

(z+(=3))

10.1.2 Exempel: Kvadratkomplettera z? + 3z + 2

Nu har vi en till synes irriterande 2:a med i uttrycket. Sarskilt irriterande &r
den egentligen inte, vi gor bara som tidigare och later 2:an félja med orord

10-1varfor kvadratkomplettera? I allminhet &r det bra for att forsta uttryck och ek-
vationer bittre. Det kan bland annat dyka upp pa ett hérn i problem dér du vill
maximera eller minimera nagot som beror av flera variabler (Liknande fragestéllningar
Ar ju ofta intressanta. Vilken kombination av behandlingar hjilper deprimerade patien-
ter bést? Vilken kombination av inkomstskatt, moms och styrrinta ger storst tillviixt?
Lyckligast befolkning? Svarigheten att géra de matematiska modellerna tilltar och vi
far komplicerade forskningsomraden — déir man alltjimt anvinder matematik — som kan
bli underlag for beslut i ett foretag eller inom politiken.). For att beriikna integralen
I m dz = arctan (z + 5) + C maste vi ocksa kunna kvadratkomplettera (i 6vrigt
#r det littare &n det verkar!).
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r+a (z+a)2:
|
|
I

r+a

Figur 10.1: En illustration av kvadratkomplettering. Vi har dar en summa av
en kvadrat med sidan x och en rektangel med sidorna x och 2a. Vi delar upp
rektangeln i tva likadana rektanglar med sidorna a och x och placerar dem
kloss i kloss med kvadraten x*. Dd saknas bara en liten bit, a®, uppe i det
hdgra hornet for att vi ska fa en kvadrat. Vi ligger till den biten i hérnet
men maste ddirfor dra bort samma bit.
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genom stegen. Halva koefficienten framfor z &r nu tyvérr inget heltal utan
3/2.

3\ /3\°
x2+31’+2:z2+2»—x+2:x2+2»—z+<§> 7<§) +2 =
—_—
0
3 3\* /3)\’ 3\* 1
242.2 Z) —(= 2 = Z) =
z° + 2r+<2> <2> + <r+2> 1
—_—— 8
(e+3) %

10.2 Faktorisering av andragradsuttryck

Vi tar ett par exempel.

10.2.1 Faktorisera 22 + 4z — 12

Vi borjar med att kvadratkomplettera uttrycket:
P dr—12=2+2 20422 -2"—12=
(x+2)?—16= (v +2)* — 4

Vad var poéingen med att skriva om 16 som 42? Det ska leda oss in pa niista
spar. Kommer du ihag konjugatregeln (avsnitt 9.2.1)? Den sa att a> — b* =
(a+b)(a —b), och om vi nu ersétter a med (z 4 2) och b med 4 sa far vi

(2422 —42=((z+2)+4) ((z+2)—4) =
(z4+24+4)(x+2—-4) = (x+6)(z —2),

2’ +4d2 — 12 = (z +6)(z — 2).

Vi har faktoriserat uttrycket och dr klara! Men vinta nu, det innebér att vi
pa kopet har 16st ekvationen

2?4 4r—-12=0
for denna ekvation maste da vara ekvivalent med
(x+6)(z—2)=0

och uttrycket (z +6)(z —2) dr 0 om (och endast om) nagon av faktorerna ér
0, det vill séiga nidr x = —6 eller x = 2.
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Du kan alltsa 16sa ekvationen 22 4+ 4z — 12 = 0 pa det hér viset. Du kan
faktiskt ocksa gora tviirtom och utfora sjilva faktoriseringen av ett andra-
gradsuttryck genom att hitta dess (eventuella) nollstéllen med pg-formeln.
Om nollstéllena blev a och b sa éir en faktorisering A(z — a)(z —b) (dér A &r
koefficienten framfor ).

10.2.2 Faktorisera 22?4+ 2z — 4

Vi gor dven detta exempel med hjélp av kvadratkomplettering. Den stora
skillnaden mellan det hér exemplet och tidigare exempel i detta kapitel &r
att koefficienten framfér 22 inte #r 1 (utan 2). Det innebiir inga storre problem
och det gar att 16sa pa olika sitt. Jag visar bara det sétt som jag foredrar,
nimligen att bryta ut 2:an (i allméinhet koefficienten framfor %) ur uttrycket
och kvadratkomplettera det som star innanfér hakparenteserna!®2:

2 2
20 420 —4=2["+z-2] =2 cr2 e () (2 -2 | =
2 2 2) =~

8
4
chr1 279 =2 3ch1 27 §2
2 4| 2 2/ |
Det ér i det hér liget vi anvinder konjugatregeln:
1\ 2 3\ 2
(“5) (2”
2| (a4 D)+ 2) (e 2)=2)| =
T2) 2 2 2)) T
2 x+l+§ z+1 3
2 2 2

- 7>] =2(z+2)(z—-1),
20% + 20 —4 =2z +2)(z — 1),

1

2

2

2

alltsa

10.3 Cirkeln igen
I avsnitt 9.1 pastod jag att ekvationen

2’ +4r-3+y*—62=0 (10.2)

102Det #r inget speciellt med hakparenteserna, jag anvinder dem bara hir for att skilja
olika parenteser at.
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beskrev en cirkel. Hur vi ser det och vilken cirkel det ror sig om kan vi se nu,
nar vi behérskar kvadratkomplettering. En cirkel med radien r och centrum
i (9, ¥o) har ekvationen

(x—20)® + (y —yo)? =12 (10.3)

sa det vi vill gora dr att skriva om var ekvation pa denna form. For att gora
det kvadratkompletterar vi den del som innehaller x for sig och den del som
innehaller y for sig. Ekvation 10.2 dr ekvivalent med

2P +2-20+2°—22 344> — 62+ (-3)°—(-3)2=0

0 0
—
(x+2)2-22-3+(y—3)2—(-3)?%=0
—
(4224 (y—3)>=2>+3+(-3)0’=4+3+9=16
—
(v —(=2))* + (y — 3)* =42 (10.4)

Observera hur jag i sista steget skrev om x+2 som 2 — (—2). Varfor det? Jo, i
ekvation (10.3) har vi minustecken mellan x och g sa det vill vi ha édven hér
(vi slipper gora motsvarande manéover or y for dér har vi redan minustecken).
Jag skrev ocska om 16 som 42 eftersom vi i hogerledet i ekvation (10.3) har
r2, det vill siiga radien i kvadrat. Sa vad drar vi for slutsatser av detta? Om
man jamfor ekvation (10.4) med ekvation (10.3) sa ser vi att var ekvation
verkligen beskriver en cirkel. Den har radien 4 och centrum i (-2, 3).

10.4 pg-formeln

Som du sag i avsnitt 10.2 sa gar det att 16sa andragradsekvationer med hjilp
av kvadratkomplettering. Nu hade vi ju redan ldrt oss ett annat sétt att
l6sa andragradsekvationer, pg-formeln, men &ven denna bygger egentligen
pa kvadratkomplettering. Nu tédnker jag visa hur man kommer fram till pg-
formeln. Kom ihag att vi kan skriva alla andragradsekvationer pa formen

P +pr+q=0. (10.5)
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Vi kvadratkompletterar vinsterledet:
1’2+px+q:zz+2~§x+q:
e2e e (5) - (5) o= (o4 5) - (5)
2.4 L I =(z+5) - (£ .
"+ 2x+ 2 B +4q r+2 B +4q
|
(=+5)"

Sa ekvation (10.5) &r ekvivalent med

(8 @) e

(o8 ) -

Om hogerledet &r negativt sa finns det inga reella 16sningar eftersom vén-
sterledet &r en kvadrat. Men om hogerledet dr icke-negativt sa kan vi kon-

statera att
P P\?
p_ 4 (,) _
T+ B 5 q

som &r ekvivalent med

som &r ekvivalent med

34y ()
=4 [ (E) =
T 2 q,

och detta ar ju vad vi kallar pg-formeln.

11 Potenser

Precis som du en gang fick lira dig multiplikation som en vidareutveckling av
addition sa dr potenser i sin tur en snarlik vidareutveckling av multiplikation.
Till att borja med sa motiverades multiplikationen kanske som ett smidigt
sétt att forenkla uttryck som till exempel 44+4+44+44+44+4+44+444 till
9-4. Smidigare att skriva innebar ocksa att det blev smidigare att rdkna med
och numera kénns det formodligen naturligt att multiplicera &ven annat &n
heltal med varandra, t ex ér inte % . % nagot séarskilt konstigt. Alltsa tillforde
multiplikationen nagonting nytt, det var inte bara ett forenklande skrivsétt!

Nu ska vi gora pa liknande séitt med potenserna. Kom ihag att till exempel

37=3.3-3-3-3-3.3,
N——’

Tst
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dér 3:an kallas bas och 7:an kallas exponent. Vi tar forst nagra exempel dér
exponenten &ar ett heltal for att motivera vissa potenslagar och definitioner,
sedan fortsitter vi med braktal som exponenter samt papekar till slut att i
princip alltihop vi kommit fram till géller for vilken reell exponent som helst
(dven till exempel 4/2 som inte gar att skriva som ett braktal som du kanske
kéinner igen!*!*).

11.1 Heltalsexponenter
Till att borja med tittar vi pa positiva heltalsexponenter. Vi borjar med nagra
exempel och tittar sedan pa potenslagarna.
11.1.1 Skriv i potensform med basen 3: 9
9=3.3=3"

11.1.2 Beriikna (—2)3
(=2 =(=2) - (=2)(-2) = 4(-2) = -8.
i

Svaret blir negativt eftersom vi har ett udda antal negativa faktorer (eftersom
exponenten 3 ér uddal).

11.1.3 Bertikna (—2)*

(=2)'=(=2) - (=2)- (-2)- (=2) = 4-4 = 16.

Svaret blir positivt eftersom vi har ett jimnt antal negativa faktorer (eftersom
exponenten 4 dr jamn!).

11k Att bevisa detta dr helt klart en utmaning men vildigt intressant for den som dr

intresserad av matematik pa en mer teoretisk niva. Man anvéinder ndmligen vanligtvis
ett sa kallat motsigelsebevis vilket dr en vildigt vanlig bevismetod men som kan kiinnas
viildigt mérklig for den ovane. Det man gér i det hiir fallet &r helt enkelt att anta att v/2
gdr att skriva som ett braktal (och dirmed gar att forkorta sa langt som maojligt vilket ér
viktigt i beviset) och kommer fram till att nagot oméjligt i sa fall maste vara sant. I det
hir fallet sa uppticker man att bade téljaren och ndimnaren bada maste vara jimna men
da kan braket ju inte vara forkortat sa langt som méjligt. Eftersom man kommer fram till
nagot som inte kan stimma sa maste antagandet ha varit fell Om du &r nyfiken, fraga din
propplérare eller leta pa internet!
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11.1.4 Berikna —2*

Detta exempel #r med for att belysa skillnaden mellan (—2)* och —2*. T det
hér fallet ingar inte minustecknet i basen, sa

—21=-2.2.2.2=—-16.

Svaret blir alltsa inte detsamma som i 11.1.3.

11.1.5 Potenslag 1

Vi motiverar denna med ett exempel.

(5% =(5-5-5"=5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5.5=
3st 3st 3st 3st 3st
5-5-5-5-5-5-5-5-5-5.5.5 =52 =5%
12st

Hir ser vi alltsa att (5%)* = 5%4. Det hir ir ingen slump, vi kunde ha reson-
erat likadant med vilken bas som helst (hér: 5) och med vilka positiva heltal
som exponenter som helst'?* (hir: 3 och 4). S& vi har pa det hér viset

motiverat var forsta potenslag:
(am)n — amn
dér @ ar ett reellt tal, m och n &r positiva heltal.

11.1.6 Potenslag 2

Aven hér tar vi ett exempel.

20.22=2.2.2.2.2.2.2.2=2.2.2.2.2.2.2.2=2%=125+3
—_—— S—_—
5st 3st 8st

Har ser vi alltsa att 2°-2% = 2°+3 och precis som i motiveringen for potenslag
1 ovan sa dr det inget speciellt med valet av bas och exponenter. Potenslag
9 3

am . at = am+n‘

Aterigen ar a ett reellt tal och m och n dr positiva heltal.

1-2%0m du dr intresserad, gor gérna detta mer generellt sjilv. Det enda som krivs dr
egentligen bokstéver istéillet for siffror och en giing “...”, men det blir nagot abstraktare.
Se senare ekvation (11.7) i 11.1.10 for ett exempel.

11-3Namnen potenslag 1, 2 och sa vidare éir inget som #r vedertaget annat #n i detta hifte.
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11.1.7 Potenslag 3

Vi fortsdtter med positiva heltalsexponenter i ett exempel till.

dér vi har fatt den andra likheten genom att férkorta bort 3%. 1 det hér exem-
plet ser man att 2; = 3% Aven hiir skulle vi kunna genomfsra utréikningen
ovan med en annan nollskild bas (vi far ju inte dividera med noll!) och andra
positiva heltal som exponenter. Alltsa, potenslag 3:

a # 0 ar ett reellt tal och m och n dr positiva heltal, men én sa linge har vi
m>n.

11.1.8 Exempel och definition av a°

Men vad hidnder om vi inte har m > n i exempel 11.1.77 Det finns da tva
aningen skilda fall. Vi tittar forst pa fallet m = n. Vi maste ha

36
%=1 (11.1)
eftersom téljare och ndmnare ér lika stora. Nu vill vi att potenslag 3 ska gilla
#ven om m rakar vara lika med n. Enligt den lagen skulle vi fa

30 6-6 _ 20

%= 366 — 30, (11.2)
For att potenslag 3 ska fortsétta gilla sa maste vi da definiera vad vi menar
med 3°, och for att ekvationerna (11.1) och (11.2) inte ska motséiga varandra
maste vi ha 3° = 1. Men det &r inget speciellt med basen 3 si vi gor foljande
definition:

a® =1,

for alla @ # 0 (vi later 0° vara odefinierat).

T

11.1.9 Exempel och definition av o™

Den andra mojligheten om vi inte har m > n i exempel 11.1.7 &r m < n.

2st

. N

r__rnr 1 1 (11.3)

LTt T i
st

dér vi far den nést sista likheten genom att forkorta bort 72. Vi vill fortfarande
att potenslag 3 ska gilla, trots att m < n. Da skulle vi fa

o

%:72 =773 (11.4)

Vad menar vi dd med 773? Fér att ekvationerna (11.3) och (11.4) ska ga ihop
s& maste vi ha 773 = 7% Precis som i 11.1.8 sa definierar vi déarfor

at =, (11.5)

for alla @ # 0 och alla heltal'™** n (vi later 0™ vara odefinierat eftersom
division med noll inte dr ok).

11.1.10 Potenslag 4 och 5

Innan vi limnar heltalsexponenterna sa tittar vi pa ett par lagar till. Tidigare
har vi tittat pa lagar som ror tva exponenter men endast en bas. Nu blir
forhallandet det omvénda, det vill sdga att vi har tva baser men endast en
exponent.

(2-5)°=2-5-2-5-2-5=2-2-2.5.5.5=2%.5
— 3st 3st
3st

Ingenting &r speciellt med 2 eller 5, och 3 skulle kunna vara vilket heltal som
helst s& detta motiverar potenslag 4 (som lika géirna kan anvindas at det
motsatta hallet mot i exemplet):

(a-b)"=a™-b",

dér a och b &r nollskilda reella tal (nollskilda for att inte stéta pa problem om
n < 0) och n &r ett heltal. P& precis samma séitt kan vi resonera med (%)n

11-4%De behgver inte lingre vara positiva eftersom om n < 0 sa kan vi multiplicera ekvation
(11.5) med ;4 och anviinda var senaste definition. Vad hiinder da? Notera att definitionen
ocksa stdmmer dverens med definitionen i 11.1.8.
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Hér gor vi for en gangs skull beviset generellt. Under samma forutsiattningar
som ovan har vi

nst

(&) -o.o..0 fad o (11.6)
b) b b b b-b---b b '
13 nst

Vi har alltsa potenslag 5:

n

R )

En varning &r hér pa sin plats. For (a + b)" finns inget lika enkelt sam-
band!***, vilket manga ibland chansar pa for att slippa krangliga berékningar.
11.1.11 Exempel: Skriv i potensform med basen 3: 8]—1

11 1 1,

81 9-9 3-3-3-.3 3

11.1.12 Exempel: Skriv i potensform med basen 3: 9%2.3
9%2.3 = (32)%2. 31 — 364 31 — 36441 _ 365

11.1.13 Exempel: Berikna g%
Hér anvénder vi potenslag 3.

531
om0 =50 =12

11.1.14 Exempel: Berikna 53 - 213
Hér anvénder vi potenslag 4 i det forsta steget.
513913 = (5. 2)13 = 103,

10'3 dr egentligen det enda vettiga sittet att svara hér, 13 st nollor forvirrar
bara. Hade vi fatt svaret 10° hade vi kunnat skriva 1000 som svar men det
spelar séllan nagon stor roll.

1154334 liinge n ér ett heltal finns faktiskt ett samband som gar att skriva hyfsat kortfattat.
Sambandet kallas binomialsatsen men det kriver en del kombinatorikkunskaper som man
kan stota pa i till exempel Baskurs i Matematik eller Algebra I om man ldser nagon
av dessa. Kombinatorik behandlar enkelt uttryckt pd hur manga sétt man kan gora saker
vilket blir viildigt intressant i till exempel poker- eller andra spelsammanhang. Atminstone
jag tycker att det #r fascinerande hur (@ + b)" hiinger samman med kortlekar!
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11.1.15 Exempel: Berikna (5 + 2)*

Hér anvénder vi absolut inte potenslag 4. Berikningen &r enkel, det géller
bara att veta att det som star innanfér parenteserna gors forst. Jag visar i
de sista stegen ett sétt att ténka pa ndr man réknar i huvudet.

(5+2°=7"=7-7-T=49-7=(50-1)-7=50-7—7=350—7 = 343.

11.2 Rationella exponenter

Tal som gar att skriva som braktal kallas rationella tal. Sa det hér avsnittet
handlar om braktal i exponenten! Du har sikert stott pa uttryck av typen
324 och kanske riknat ut ett nirmevirde for det pa minirdknaren. Men vad
innebér det egentligen att ta “3 ganger sig sjélvt 2.4 ganger”? Det ska vi
forsoka svara pa nu.

P4 liknande sitt som vi definierade a® och @™ i avsnitt 11.1 sa att
potenslag 3 (‘;—1 = a™™") skulle fortséitta gélla kan vi definiera potenser med
braktal i exponenten pa ett sitt sa att potenslag 2 ((a™)" = a™") fortsdtter
gélla. Om vi sldpper pa kravet att exponenterna ska vara heltal far vi enligt
potenslag 2 till exempel

(42)2 =432 =4 =4, (11.8)

Alltsé dr da 42 ett tal som blir fyra om vi kvadrerar det. Det finns tva sadana
tal, 2 och -2, sa vi maste vilja!l6*. Vi tittar nu endast pa positiva reella baser
for att slippa krangel som dnda &r ganska onddigt. Alltsa a > 0. Da definierar
vi ax som det positiva tal b som uppfyller b = a. I exemplet ovan sa har vi
alltsi 43 = 2 (och inte -2). 2 &r ju ocksa vad vi brukar kalla kvadratroten ur
4, och generellt har vi

a, (11.9)
111.7*'

1
anr =

dér @ > 0 och n &r ett positivt helta
Hittills har vi bara ndmnt rationella exponenter med en etta i téljaren,
men det #r inte svart att ta steget till generella rationella exponenter, alltsa

m

alla exponenter som kan skrivas som 7 for nagra heltal m och n dér n # 0.
Vi har ndmligen under dessa forutsittningar samt med a > 0 att

av = ar™ = (an)™ = (Ya)™. (11.10)

11.6%Det dir i strikt mening inte helt och hallet nodviindigt att viilja, man kan téinka sig att
definiera 42 som de tal som blir fyra om vi kvadrerar dem, det finns exempel pa liknande
definitioner inom matematiken. Oftast sa vill man dock ha entydiga definitioner om det
gar.

IL7%Vi fir problem med negativa baser eftersom det bara gar att dra n:te roten ur ett
negativt tal om n dr udda, sa linge vi haller oss till reella tal. Alla reella tal som upphéjs
till nagot jamnt blir ju positivt.
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Sa om vi aterknyter till fragan i borjan av avsnittet: vad innebér egentligen

att ta 3 ganger sig sjalvt 2.4 ganger? Fragan &r en smula filosofiskt formulerad

men det &r rimligt att tolka den som: vad &r 3*4? D4 utnyttjar vi 2.4 = 12

4 321 = 3% = (¥/3)'2, det vill siiga femte roten ur tre ganger sig sjilv tolv
ganger.
11.3 Reella exponenter

I de tidigare avsnitten har vi bara motiverat potenslagarna for heltalsex-
ponenter och definierat vad det innebér ndr vi har ett rationellt tal som
exponent. Man kan dven definiera potenser med vilka reella tal som expo-
nenter som helst'#*, det vill siiga inte bara for rationella exponenter, utan
dven for till exempel 7, e eller v/2. Potenslagarna 1-5 giller #ven for dessa
exponenter, forutsatt att basen a > 0. Sa vi sammanfattar vad som géller.
11.4 Sammanfattning

a>0,b>0, z,y ar reella tal.

11.4.1 Definitioner

o a% = ({/a)™, dir n,m ar heltal.

11.4.2 Lagar
1. (a*)¥ = a™
2. a* - a¥ = a*tY
3. L =gy

4. (a-b)* =a* - b*

IL8*Ett sitt att gora detta pa #dr hyfsat intuitivt men kriiver grinsvirden. Ett icke-
rationellt tal gar att approximera sa noggrant vi vill med ett rationellt tal, t ex kan vi
ta godtyckligt manga decimaler i decimalutvecklingen av 7 (i teorin, det lir ju bli rétt
tjatigt i lingden). Kalla talet som vi far om vi tar med de n férsta decimalerna av 7 for
zn. Det #r rationellt sa a*» dr definierat. Sedan definierar vi a™ := lim,,_,» a*", alltsa som
det tal vi ndrmar oss da vi tar med fler och fler decimaler i 7:s decimalutveckling. I boken
Calculus som manga av er ska ha som kurslitteratur i host, kan man hitta ett annat sitt
att definiera @™ som involverar logaritmer pa ett speciellt sétt.
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11.5 Losta exempel
11.5.1 Berikna 83

Kom ihag att 2% = 8, s

11.5.2 Berikna (L) 2

16
<1>‘%7 11,
16 1672 1/16= 1/4 7
11.5.3 Skriv utan rotuttryck i ndmnaren: %

Vad &r det vi vill gora? Vi vill skriva om detta uttryck sa att dess (eventuella)
ndmnare inte innehaller nagra kvadratrotter. Men vad gor da detta exempel i
detta avsnitt? Jo, vi har ju /@ = a2. D4 har vi till exempel att vab = \/av/b
enligt potenslag 4, sa

VB+V2 _ VAWVEHD)  VBHL e
V2-VB o VR-1) -2 '

. - 3 %
11.5.4 Skriv utan rotuttryck i nimnaren: T

Ett generellare sitt att bli av med rotuttryck i nimnaren ar att forlinga med
konjugatet till namnaren, vilket nedan gors i forsta steget.

3 3(v2 — V5) 3(v2 —V/5)

V2rVs (VRHVBV2-VE) (VB VE)

WE-VE) _ME-VE) s e e s
2-5 -3 ’

dér den andra likheten motiveras av konjugatregeln.
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12 Logaritmer

Hur 16ser vi ekvationen 5% = 27 Denna typ av ekvation kallas exponentialek-
vation och nagra exempel pa sadana kommer i nésta avsnitt. Just denna
kommer vi att 16sa redan i detta avsnitt. Till var hjélp har vi logaritmer.
Vad dr da dessa?

12.1 Definition av logaritmer

Jag pastar att logy 81 = 2. Varfor det? Jo eftersom 9% = 81 och 9-logaritmen
av 81 dr det tal som 9 ska upphdjas till for att fa 81. Generellt har vi

o =y <= z=1log,v,

dir'?* a > 0, a # 1, 2 #r ett reellt tal och y > 0. a kallas bas (igen!). Alltsa
ar log, y det tal vi ska upphdja a till for att fa y. Missa inte att ligga mérke
till att definitionen ger att

a8y — v.
En anledning till att logaritmer dr sa viktiga dr att de ger ett systematiskt
sitt att 16sa exponentialekvationer som den som niamndes ovan'?%*. En yt-

terligare anledning #r de olika logaritmiska skalor'?® som anvinds inom till

12.1%g > ( eftersom vi bara har definierat potenser med annat #n heltal i exponenten om
de har positiva tal som bas. a # 1 eftersom 1* = 1 vad éin z ér. y > 0 eftersom potenser
med reella exponenter av positiva tal bara kan bli positiva, sa vad skulle z vara om y < 0?7

12:2%Fn annan viktig anledning dr att j%dz =Inz+ C = log,z + C, vilket gor att
logaritmer dyker upp naturligt bland annat néir man loser differentialekvationer. Aven
som losningar till de de besliktade differensekvationerna som dr vanliga i den digitala
virlden dyker logaritmer upp. Dérfor kan tiden det tar att kora ett datorprogram f6lja till
exempel nlogy n, dir n beskriver storleken pa problemet pa nagot sétt - lingden pa en
lista som ska sorteras eller liknande. Av dessa anledningar och manga fler maste vi kunna
hantera logaritmer.

1237411 exempel Decibelskalan ér logaritmisk. Denna anvénds bland annat for att mé-
ta ljudnivaer och definieras da som 101g2; dédr p dr ljudtrycket dér man miéter och
po = 20 pPa ér en referensniva som man har g/alt for att det anses vara den ligsta ljudniva
en ménniska kan uppfatta (p utallas my (snarare mi pa grekiska) och star f6r mikro, sa
1pPa = 107%Pa). En anledning till att en logaritmisk skala &r limplig hér &r att mén-
niskan knappast uppfattar skillnader som &r mindre &n nagon tiopotens. Om du ldser
elektronik eller reglerteknik kommer du att stéta pa Decibel i ett nagot annorlunda sam-
manhang, nimligen signalférstirkning. Det kan forklara varfor det star till exempel —6 dB
pa forstirkaren trots att musiken dverrdstar konversationen som férmodligen ligger éver
60 dB. Detta &r helt i sin ordning - dels miits olika saker och dels har man olika referen-
snivaer. En anledning till att en logaritmisk skala anviinds hér ér, kortfattat, att man kan
addera forstirkningar till varandra istéillet for att multiplicera pa grund av potenslag 2,
se 12.2.2. pH-skalan som anvinds fér att miita surhet ér en annan logaritmisk skala och
oktaver i musiksammanhang &r ytterligare en.
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exempel tekniska sammanhang.

12.1.1 Exempel: Berikna Ine”

En vanlig bas ér e &~ 2.72, ett viktigt tal som du far lira dig mer om i antingen
envariabelanalys eller funktionsléra for ingenjérer. Man kallar ofta log, = for
Inz. Alltsa

Ine” =7,

eftersom 7 uppenbarligen #r det tal vi ska upphdja e till for att fa €.

12.1.2 Exempel: Beridkna 1g0.0001

En annan vanligt forekommande bas dr 10, och man kallar ofta log,,z for
lgx. Alltsa
1g0.0001 =1g 107" = —4,

eftersom —4 uppenbarligen &r det tal vi ska upphdja 10 till for att fa 1074,

12.1.3 Exempel: Férenkla log, 8

Hér anvéinder jag att 2 ér en gemensam faktor i 8 och 4. Det jag vill astad-
komma &r att skriva 8 som en potens i basen 4.

log, 8 = log, 2% = log, 223 = log, (22)% = log, 43 = 3
~— 2
4

12.2 Logaritmlagar och andra godbitar

Varje logaritmlag hinger tiatt ihop med nagon av potenslagarna i 11.4. Det
gor att det ricker att komma ihag potenslagarna sa linge man vet hur de
hénger ithop med varandra. Av praktiska skil sa lir sig énda manga logaritm-
lagarna utantill. Hur hinger potenslagar och logaritmlagar ihop da? I hela
detta avsnitt har vi att a dr en bas, sa @ > 0 och a # 1. x och y dr ocksa
storre dn noll. r dr ett reellt tal.

12.2.1 Logaritmlag 1

Lagen vi nu ska ta fram &r central nir man léser exponentialekvationer. Kom
ihag att a'%%«¥ = y enligt definitionen.

v 2
alogaz =" = (alogaI)T — arlugaaﬂ7
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dir potenslag 1 ger den sista likheten. Alltsa har vi a'°%«®" = q"1°8«® och da
maste exponenterna vara lika med varandra!?4*, sa logaritmlag 1 r'2*:

log, 2" = rlog, x.

12.2.2 Logaritmlag 2 och 3

Nu vill vi titta pa logaritmen av en produkt. Det viktigaste &r att hela tiden
komma ihag att a'°8¥ = y.

alogu Ty _ y=a-y= al"gu-'” . alogu Yy _— al"ga x+log, y’

diir det sista steget berittigas av potenslag 2. Vi har alltsa a!%% #¥ = qlo8. #+loga

och da maste exponenterna vara lika med varandra, sa logaritmlag 2 &r:
log, zy = log, x + log, y.

Pa i princip exakt samma sitt anvinder man potenslag 3 for att ta fram
logaritmlag 3, som &r:

log, % = log, z — log, y.

12.2.3 Exempel: Forenkla Ig 20 + lg5

Vi anvénder logaritmlag 2.

lg20 +1g5 =1g20-5 =1g100 = 1g 10> = 2.

12.2.4 Exempel: Forenkla 31g5 +1g16 —1g2

Hér anvénder vi forst logaritmlag 1, sedan logaritmlag 2 och 3.

3.
3lg5+lg16flg2:lg53+1g1671g2:1g5 16 _

125-16
2

lg =1g 1000 = 1g 10® = 3.

124%Att exponenterna nu mdste vara lika med varandra kanske ses enklast genom att
titta pa hur kurvan y = a* ser ut. Om a # 1 sa kan inte tva olika = ge samma y.

125Hur kan denna lag anviindas till att forenkla definitionen for Decibel niir man miiter
ljudstyrka? Se fotnot i inledningen till logaritmer, sida 83.
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12.2.5 Exempel: Forenkla 2In6 —In9

Exempel 12.2.3 och 12.2.4 var véldigt tillrdttalagda sa svaren blev heltal.
Sa behover det absolut inte bli. Hér anvénder vi forst logaritmlag 1, sedan
logaritmlag 3.

2In6—1In9=In6*>—1n9 =136 —In9 = m% =1In4.

Svaret blir alltsa In4. I mattekurser vill vi att ni svarar precis sa, In4. I
tillimpningar &r det ofta vettigt att berékna ett ndrmevirde for detta och
svara med lampligt antal vérdesiffror, till exempel In4 ~ 1.386.

12.2.6 Anmirkning: log,1 =0

Eftersom
alogal —1= aO

sa maste log, 1 = 0 for alla baser a. Detta &r vért att minnas och forsta.

12.2.7 Anmérkning: log,a =1

Ytterligare en sak att ligga mérke till 4r detta.

sa vi maste ha log, a = 1. Egentligen ser du latt fran definitionen att log, a” =
r, r dr ju sannerligen det tal a ska upphojas till for att fa ", eller hur? Ovan
har vi bara specialfallet r = 1.

12.2.8 Exempel: Los ekvationen 57 = 2.

Denna ekvation nédmndes i inledningen till detta kapitel. I och med att vi
definierade logaritmer har vi nu ett systematiskt sétt att losa denna. Vi har

5% =2.
Detta #r ekvivalent med att logaritmen (till exempel i basen 5) maste vara

lika for bada sidor, sa
log; 5% = logy 2.

Logaritmlag 1 ger att detta ér ekvivalent med

xlogs 5 = logs 2. (12.1)
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log; 5 # 0 sa vi kan dividera med detta uttryck. Alltsa &r ekvationen ovan
ckvivalent med

log; 2
= >~ — log. 2, 12.2
P = logs 2 (122

dir den sista likheten fis av att logy 5 = logy 5! = 1. Detta &r alltsd vart
svar. En sak att ligga mirke till dr att vi kunde ha anvént vilken bas som
helst dnda fram till det sista steget, rdkningarna hade sett precis likadana ut!
Om vi till exempel anvint basen e hade vi fatt (kom ihag att Inz = log, x)

In2
T = .
In5

(12.3)

Ar det nagot fel pa vara rikningar? Nej, svaren ér lika med varandra! Sa vi
kan svara med antingen (12.2) eller (12.3). Fordelen med att anvinda basen
e #r att den normalt finns pa minirdknare och i datorprogram sa fran (12.3)
kan vi fa ett ndrmevirde pa svaret: z &~ 0.431. En bonus vi far hir dr att vi

inser att
In2

In5’

logs 2 = (12.4)

vi tittar vidare pa det i néista avsnitt.

12.2.9 Byta bas

Nér man riknar med logaritmer sa kan man vélja den bas som man tyck-
er passar bist. Pa din minirdknare finns formodligen bara mdojligheten att
berikna ett ndrmevirde for logaritmer i baserna e eller 10. Dérfor, till exem-
pel, kan det vara bra att kunna byta bas. Fran ekvation (12.4) i 12.2.8 kan
du kanske ana att detta dr mojligt. Vi later b vara en bas utover a, sa b > 0
och b # 1. Vi har

alog;,,ac == blogbz _ (alogab)l(’gb’/ — alogn b-loghm.
b
som &r ekvivalent med
log, x = log, b - log, x,
vilket dr ekvivalent med
log, =
log, b’

log,z =
eftersom b # 1 ger log, b # 0. Detta dr da en formel for att ga fran en bas
(b) till en annan (a). Till exempel har vi som sagt

) 271n2
08T s
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12.2.10 Exempel: Forenkla log, 8 igen

Denna uppgift har vi redan 16st, se 12.1.3. Nu anvénder vi var nyfunna bas-
bytesformel (12.2.9) och far en snabbare 16sning. Vi byter bas till 2 eftersom
det &r en gemensam faktor i 8 och 4.

_log,8  logy2° 3

o

1 = = .
084 log,4 log,22 2

12.3 Sammanfattning

a > 0 och a# 1. x och y &r ocksa stérre dn noll. r och z &r reella tal (som
inte maste vara storre dn noll).

12.3.1 Definitionen
@ =y<=z=log,y

12.3.2 Lagar

1. log, 2" =rlog, =

2. log, vy = log, x + log, y

3. log, 3 =log, x —log, y
12.3.3 Viktiga anméirkningar

e log,1=0

e log,a” = r, speciellt log,a =1

12.3.4 Basbyte

ddr b> 0 och b # 1.
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12.4 Losta exempel
12.4.1 Lo6s ekvationen Inx = 3

Vi tjuvstartar lite pa néstnésta kapitel genom att ta en enkel logaritmek-
vation. Eftersom Inz &r det tal vi ska upphdja e till for att fa @ sa maste

uppenbarligen ™ = . Men eftersom Inz = 3 sa maste vi ha

sa vart svar dr alltsa o = €.

12.4.2 Forenkla 1608213

Hur ska man ténka nér man far ett problem som detta? Det vore bra om vi
kunde skriva om 16 (basen i potensen) som en potens av 2 (basen i logarit-
men). Vi kan ligga mérke till att 16 = 2. Vi far

16log2 13 _ (24)log2 13 _ 24log2 13 _ (210g2 13)4 — 1347

vilket ofta &r det vettigaste séttet att svara. I en tillimpning vill vi kanske
konstatera att 13% = 28561.

13 Exponentialekvationer

Ett exempel pa en exponentialekvation!®! #r 5% = 2 som vi redan lost, se
12.2.8. Till var hjélp hade vi dér logaritmer, och om du dr haj pa logaritmer
sa blir manga exponetialekvationer vildigt ldtta. Vi kommer i detta avsnitt
bara att losa exempel.

13.1 Losta exempel
13.1.1 Los ekvationen 27 =8

Vi viljer 2-logaritmen och kor pa som i 12.2.8.
2" =8 (13.1)

—

1317 vitt skilda sammanhang, fran fysik, teknik, kemi och biologi till nationalekonomi
och finansmarknadsanalys, sa leder de matematiska modeller man stéller upp for att losa
problem ofta till differentialekvationer. Nidr man lgser dessa dyker vildigt ofta exponen-
tialfunktioner upp. Bland annat dérfoér dr exponentialekvationer vanliga.
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log, 2% = log, 8. (13.2)

Logaritmlag 1 ger att detta dr ekvivalent med

zlogy2 = log, 8
—— ——
1 log, 23=3
—
T =3, (13.3)

vilket dr svaret. Pa viigen observerade vi att 8 = 2% som gav att log, 8 = 3.
Egentligen ér 16sningen hér lite fanig, vi maste nagonstans pa vigen ligga
miirke till just 8 = 2% och d& kan vi lika gérna gora det pa en gang och se
att 2% = 2% <= x = 3. Att jag gjorde som jag nu gjorde var for att félja den
vanliga strukturen och for att paminna om vad logaritmen egentligen ér!

Vi kunde, precis som i exempel 12.2.8, kunnat anvinda vilken bas som
helst. Till exempel kunde vi ha anviint e som bas, och da fatt svaret z = %7
vilket ju i detta fall inte &ir nagon forbéttring fran (13.3).

13.1.2 Los ekvationen 322 =4

T det hir fallet kan vi ocksa fa ett enkelt svar, vilket forstas kan vara svart
att se om man dr ovan. Anledningen till det enkla svaret &r att 32 = 2° s&
3920 = (25)20 = 2100 ¢l 4 = 22 §3 327 = 4 4= 210" = 92 == 100 = 2 >
= 2 = % Forsok ghirna sjilv att 16sa denna ekvation enligt den vanliga
strukturen, som i exempel 13.1.1.

13.1.3 Los ekvationen 30-0.5% =7

Som du sag redan i exempel 12.2.8 sa far man inte alltid svar som &r lika
enkla som i exemplen 13.1.1 och 13.1.2. Hér har vi ett sadant fall. Vi véljer
basen e vilket man oftast gor.

30-0.5% =7
—
In(30-0.5%) =1n7 (13.4)

Nu blir vi tvungna att ta ett steg vi inte gjort tidigare i detta hiifte, detta pa
grund av faktorn 30. Men det dr inte sa svart, det géller bara att man har
koll pa sina logaritmer. Logaritmlag 2 ger att ekvation (13.4) dr ekvivalent
med

In30 4+ 0.5 =1n7
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=
In0.5% =In7—1n30

Logaritmlag 1 ger nu, som vanligt, att detta &r ekvivalent med
3xIn0.5=In7—-1n30

Vi dividerar med In 0.5 och far att detta dr ekvivalent med

-~ In7—1In30
T T8 mos

Detta ér ett bra svar pa uppgiften men man kan snygga till téljaren lite med
hjélp av logaritmlag 3: In7 —In30 = In % =—In %. Man kan med hjilp av

samma lag ocksd se att n0.5=Ini =In1—-In2=—(In2-Inl)=—In2,
0
sa 1 30
n 3
7
T = . 13.5
“7 32 (13.5)

Om man vill kan man ocksa beriikna ett nirmevirde for z med en miniréiknare.

(13.5) ger = ~ 0.670. Hade man anvént logaritmen med basen 2 sa hade vi
logy ?

fatt x = —3-T, vilket nagon kanske kan tycka &r snyggare men det gar da inte

att direkt'®? fa ett narmevirde pa en vanlig minirdknare. Darfor anvinder
13.3

man oftast basen e vid losning av exponentialekvationer

13.1.4 Los ekvationen 312" = 577

Nu har vi z i exponenten pa bada sidor om likhetstecknet, kommer detta
att innebéra nagra problem? Faktiskt inte, vi kan logaritmera bada leden
som vanligt. Forsok forsta vad som hénder i varje steg. Ofta anviinds nagon
logaritmlag - vilken? Titta tillbaka pa tidigare exempel om nagot ér oklart.

3-v2" = 55"
—
In(3-v2%) = In(577)
—

m3+nv2 =n5+Ina™

13-2Man kan alltid byta bas till e och fa tillbaka svaret i (13.5).
133 Att e dir en sa vanlig bas for logaritmen pa minirdknare och i datorprogram ér eftersom
talet vildigt ofta ér en bas i exponentialekvationer och dirfér praktisk att rikna med.
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S
3+ zlnv2=mn5+7znr
<~
zlnvV2—7zlnmr =In5—In3 =In
<~
2(Inv2 —Tlnr) =In

—

Wl o

w| ot

ln%
r=——
Inv2—7lnn’

vilket dr ett bra svar pa uppgiften. Det &r inte nodviandigt men vi kan ocksa
1
observera att Iny/2 = 1In22 = % In2 sa

In g 21In 3

- 1n2-7hn “m2_ 14l

dér jag i det sista steget forlingt uttrycket med 2. Detta kan man tycka ér ett
dnnu snyggare svar, men det spelar ingen stor roll. Vill vi ha ett ndrmevérde
sa har vi x &= —0.0666.

13.1.5 Strém

Det hér exemplet dr himtat fran elektroniken och jag riknar inte med att du
forstar alla begrepp - da bér man ha gatt en kurs i elektronik. Matematiken
kan déremot vara begriplig vid det héir laget.

Strommen 4(t) vid tiden ¢ genom en sa kallad RL-krets dr

U R
i(t) = =(1—e71%),
()= 51—
dér U ér spdnningen 6ver kretsen, R &r resistansen och L dr induktansen
i kretsen. Tiden borjar riknas nér strommen slas pa. Efter hur lang tid &r
stromstyrkan uppe i 0.90 - %‘.713'4

134Detta #ir en delutriikning av stigtiden, en tid som brukar anviindas som standard for
att se hur snabb en krets &r (stigtiden kan skrivas som tgoy — t19% och vi berdknar héir
too%- Du kanske kan lista ut vad stigtiden blir som en liten extrauppgift?). Observera att
strommen narmar sig % men aldrig nar dit, sa det vore dumt att underska nér strommen
nar detta virde. Liigg ocksa girna mérke till att strommen dr noll i 6gonblicket strommen
slas pa.
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Losning: Det man alltid vill gora ndr man far ett textbaserat problem
som detta dr att formulera om fragan till ett rent matematiskt problem. En
fraga man oftast bor stélla sig dr: vad &r det vi soker? Vi vill veta vilket ¢ som
uppfyller %(1 —e” f”) =0.90- %, sa det &r just denna exponentialekvation vi
ska losa.

%(1 —e 1) =090 %

Vi utgar ifran att U &r nollskild, annars blir problemet ointressant'®®. DA #r
ekvationen ovan ekvivalent med

1—e 21 =0.90
<~
_Ry
e L' =0.10
<
lne’% =1n0.10
—
R 1
7ft =1n0.10 = lnﬁ =—1In10

<~
L
t= = In 10, (13.6)
vilket dr vart svar. Rimliga virden pa R och L d&r R = 12k och L = 5.0 mH.
Med dessa virden insatta far vi

5.0-1073 . A6 .
= 9105 213(; s~ 0.96-107"s = 0.96 us.

Det handlar alltsa om en ganska kort tidsrymd, men du kan se ur ekvation
(13.6) att ju storre L dr och ju mindre R &r desto ldngre tid tar det.

135 Annars ér ju strommen noll hela tiden. Fér 6vrigt méaste R och L ocksa vara nollskilda
annars delar vi med noll i problemformuleringen
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13.1.6 Messi

Tva fotbollsintresserade statistikstudenter har studerat fotbollspelaren Li-
onel Messis malskord under de senaste fyra aren och bedémer sannolikheten
att han gor mal inom tiden ¢ ar 1 — e~ %98 dar ¢ méts i minuter'®S. Hur
mycket tid ska det vara kvar pa matchen for att sannolikheten att han gor
mal innan matchen &r slut &r 20%, dvs 0.27

Losning: Har soker vi t sa att 1 — e %008 —= (.2 eftersom vinsterledet
ar ett uttryck for var sannolikhet som beror av t och hogerledet dr den
sannolikhet vi ska uppna. S var uppgift 4r att lsa ekvationen 1 —e~0-0081t —
0.2.

1 _ 00081 _ (o
—
00081t _ 5o _ |
—

00081 _(j'g
=

In e 00081 — 1 0.8.

13.7

Logaritmlag 1 ger'”" att detta &r ekvivalent med

—0.0081t Ine, =In 0.8
1

<~
In0.8 —0.2231
=~ —— ~ 27.5.
t —0.0081  —0.0081 7o
Vart svar ér alltsa att det ska vara 27.5 minuter kvar for att nimnd sanno-
likhet ska vara 20%.

13-6Modellen hér dr hyfsat rimlig. I princip exakt samma modell kan anviindas med fan-
tastisk precision till exempel for radioaktivt sénderfall eller for nér en glédlampa gar
sonder. Det #r dven rimligt till exempel for blixtnedslag i en viss véidersituation eller dod-
solyckor pa en bilviig. Det finns villdigt manga exempel. Nir du ldser nagon av kurserna
Sannolikhet och statistik eller Statistik fér ingenjérer kommer du stéta pa detta under
namnet exponentialférdelningen. (*Man kan med ett statitiskt test préva om modellen dr
orimlig och det #r den i varje fall inte i det hir fallet. Motsvarande modell &r dock inte
riktigt lika rimlig for Zlatan Ibrahimovic och det skulle eventuellt kunna motiveras med
att han #r en mindre stabil fotbollspelare.)

137Dy kan ocksa se att Ine~ 90081t — _(.0081t eftersom —0.0081¢ uppenbarligen ir det
tal vi ska upphoja e till for att fa e=0-0081¢,
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Fragan skulle kunna ha formulerats nagot intressantare, till exempel kunde
vi haft information om nagot spelbolags odds pa spelet Messi gor mal i
matchen, som rimligen ocksa varierar under matchens gang. Da kunde vi fra-
gat oss ndr under matchen det dr virt att satsa pengar — om det nagonsin
ar det skulle studenterna kunna skriva ett datorprogram som spelar at dem
och da skulle de eventuellt bli rika - det &r troligt atminstone om modellen
stdmmer. Anledningen till att jag inte formulerade uppgiften sa var att det
skulle bli nagot rorigt.

13.1.7 Los ekvationen e?* + 3¢® = 10

Det hér exemplet dr ganska svart och med i detta héfte mest for att under-
stryka att man inte far logaritmera termvis! Det dr alltsa inte ok att fran
ekvationen ovan dra slutsatsen att In e** +1n 3¢ = In 10 eller nagot liknande.
Nir exponentialekvationer innehaller flera termer pa varje sida sa blir det of-
tast vildigt svarlost. I vissa fall, som detta, sa kan man dock gora problemet
till en andragradsekvation och i slutdndan 16sa en normalsvar exponentialek-
vation. Vi har ju nidmligen att €2* = (e%)? s vi kan gora variabelbytet t = e®.
Alltsa
e’ +3e" =10

<
(€%)? +3e” — 10 = 0.

Vi gor nu variabelbytet ¢t = €* och far

2 +3t—10=0.

det vill siiga t = —5 eller t = 2. Da aterstar bara att se vilka z som motsvarar
dessa tm. Men e” dr alltid positivt sa t = —5 maste vara en falsk 16sning.
Déremot ger t = 2 att ¢” = 2 som &r ekvivalent med att z = In2, enligt
vanlig logaritmering. Svaret blir alltsa z = In 2.

Var det svart att hidnga med? Oroa dig inte &ver det! Men det vi gjorde
var alltsa att undersoka vilka virden pa e” som uppfyller ekvationen och
sedan titta pa vilka z, om nagra, som ger dessa virden pa e*.
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14 Logaritmekvationer

I logaritmkapitlet nimndes nagra fa av alla exempel pa nér logaritmer dyker
upp. Eftersom de ofta férekommer behéver vi dven kunna hantera ekvationer
som innehaller dessa, sa kallade logaritmekvationer. Vi har redan sett ett
exempel pa en sadan, se exempel 12.4.1. Precis som i forra kapitlet sa kommer
vi hir bara att titta pa ett antal exempel och diskutera dessa.

14.1 Losta exempel
14.1.1 Lé6s ekvationen log; z = 2

Det hér &r en enkel ekvation men det vi gor hér dr nagot centralt man maste
gora forr eller senare i alla logaritmekvationer. Den inblandade basen &r 3,
sa vi tar 3 upphojt till bada sidor och sitter dessa lika. Vi har alltsa

logsx =2
<~
310g31 — 32
s 14

r=3>=9,
eftersom logg x ju &r det tal vi ska upphdoja 3 till for att fa z. Svaret &r alltsa
z=9.
14.1.2 Los ekvationen In2z + Indx = —6

e ar den inblandade basen. Hér finns det (minst) tva aningen skiljda strate-
gier. Skillnaden bestar i ndr man véljer att ta e upphojt till bada sidor.
Antingen kan man gora det pa en gang och anviinda potenslag 2 pa vig till
svaret eller sa anvinder man forst logaritmlag 2 och tar e upphdjt till bada
sidor efter det. Jag anvinder den férstndmnda strategin.

In2z +Indz = —6 (14.1)

41T vigsa logaritmekvationer kan falska l6sningar dyka upp, vi aterkommer till det nér

det hiinder. Detta gor att det &r klokt att ha fér vana att anviinda en hégerpil nér man loser
logaritmekvationer antingen dér logaritmen forsvinner eller eventuellt om man anvinder
nagon logaritmlag pa ett farligt sitt. Hogerpilen kallas oftast implikationspil, och siger
att om x ér en 16sning fore pilen sa ér x en l6sning efter pilen, men inte ndédvindigtvis
tvéirtom (det vi har fore ger det vi har efter). Har man nagon gang under lésningens vig
anviint implikationspil sa boér man kontrollera sina losningar sa att ingen ér falsk. I detta
exempel uppkommer inga falska losningar sa vi kunde faktiskt ha anviint ekvivalenspil.
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Detta &r alltsa ekvivalent med (observera att jag tar e upphdjt till hela vin-
sterledet i ekvation (14.1), man far absolut inte gora detta termvis!)
Eln22+1n42 8—6.

Nu anvinder vi potenslag 2 och far att detta dr ekvivalent med

eln2z elnﬂir — 6—6 (14‘2)
S
2z 4

=
27 - 4y = e ° (14.3)
<
822 = ¢7°
e
o6
8
<~
e=6 e
r=+\—=+——,
8 2v/2
dér vi snyggade till lite genom att anvinda potenslag 1, Ve 6 = (c’ﬁ)% =73,
och genom att se att V8=V1-2=4-/2= 2\/5, dér vi anvént potenslag
4. Potenslag 5 har ocksa anvénts hér (var?).

Nu finns det ett litet problem kvar. Nér man loser logaritmekvationer
sa kan det dyka upp falska rotter, precis som nér man léser rotekvationer.
Problemet uppstar nér vi tar steget fran ekvation (14.2) till ekvation (14.3).
Logaritmen dr némligen bara definierad for positiva argument, sa nér vi kon-
staterar till exempel att ™2 = 2z s forutsitter detta att 2z > 0, annars &r
ju In 2z odefinierat. Det som &r nagot irriterande &r att 2z ju dr definierat
for alla z, sa det finns inget som hindrar att det nédr vi rdknar vidare dyker
upp en losning som inte uppfyller 2z > 0. I det hér fallet maste var 16sning
ocksa uppfylla 4¢ > 0 men det innebér inget extra villkor pa z, vi har hur
som helst kravet x > 0. Uppfyller bada vara losningar detta krav? Nej, var
ena losning dr ju negativ! Den l6sningen kastar vi helt enkelt. Den andra dr
ddremot positiv, alltsa har vi att den enda lésningen till ekvationen &r

e 3

2v/2
Som sagt, ta for vana att kontrollera om nagon losning dr falsk ndr du lost
en logaritmekvation.
Om vi skulle anvént den andra strategin hade vi konstaterat att In 2z +
In4r = —6 = In8z> = —6 = 82> = €% och sedan hade vi fortsatt pa
samma Vvis som ovan.

.’I?Z=

-3
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14.1.3 Los ekvationen lg(z — 2) +1g(z — 3) =1g2

Den inblandade basen ér 10. Jag gér som jag brukar, tar 10 upphdjt till bada
sidor.
lg(x —2) +1g(x —3) =1g2

e
101g(z—2)+lg(u;—3) _ 101g2
<~
10'e@-2) | 1ole@=3) _ 1(le2
_—
(z—=2)(z—3)=2
<~
2> =52 +6=2
<~
2 —5r+4=0

=
5 5\ 2 5 25 16 5 \/6 5 3
“**(*5)%/(*5) B R el i St

det vill siga z = 1 eller z = 4. Nu maste vi aterigen, eftersom vi har 16st en
logaritmekvation'#2, kontrollera ifall ndgon av l6sningarna #r falsk. Eftersom
log(z — 3) endast ér definierad om z — 3 > 0 sa maste vi ha z > 3. Alltsa
fungerar inte 16sningen = = 1, den é&r falsk. Daremot fungerar x = 4 utmérkt,
den loser var ursprungsekvation. Alltsa dr svaret x = 4.

14.1.4 Lébs ekvationen log, z + loggz = 4

Nu har vi tva baser inblandade i samma ekvation. Men 8 = 23 s& om vi tar
8 upphojt till bada leden sa kommer det att losa sig!

logy z +loggr =4

—

81052 ztloggx _ 84

—

14-Z¥Mer precist uttryckt: eftersom vi anvint implikationspil vid ett tillfille.
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810g2 z 810g5 T _ 84
<~
(23)10g21 . 810g81 — 8/1
<~
(210g2 1)3 . Bloggr — 84
—
2% =8
e
=gt
—
T = £8.
x&terigen maste vi kontrollera svaren och precis som i 14.1.2 sa maste vi ha
z > 0. Den negativa losningen dr alltsa falsk. Alltsa &r
r =38

den enda l6sningen till ekvationen.

14.1.5 Oljetank

En cylinderformad tank téms pa olja via ett smalt avtappningsror. En in-
genjor som #r duktig pa fluidmekanik!4? har berdknat tiden t det tar for
oljan att sjunka fran hdjden hg till hojden h. Ingenjoren fick ¢t = K In %0 dar
K = 512 idr en konstant som bestdmdes bland annat utifran rorets lingd och
av hur trogflytande oljan ar. ¢ méts i sekunder och hy = 4.00 m. Vilken hojd
har oljan i tanken efter 1 minut?

Lésning: 1 minut = 60 sekunder, sa sitt to = 60. Vi vill alltsa losa
ckvationen

ho
Kln— =1t
nh 0

e
1 ho 1o
n—=—

h K
Nu tar vi e upphojt till bagge sidor och far att ekvationen ar ekvivalent med

ho _ 0%
ho
—
h 1, 6
h= " =hoe ® =4.00- ¢ %% m ~ 3.56 m.
ex
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